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he de révision

Fi
he de révision

� point A du plan 7→ a�xe zA ∈ C.

� distan
e entre A et B : |zB − zA|.
� mesure de l'angle orienté (

−→
CA,

−−→
CB) : argument de (zB − zC)/(zA − zC).

� transformations :

� translation de ve
teur ~a : f(z) = z + za.

� homothétie de rapport r et de 
entre A : f(z)− zA = r(z − zA).

� rotation 
entre A et d'angle θ : f(z)− zA = eiθ(z − zA).

� symétrie orthogonale par rapport à la droite passant par A et de ve
teur

dire
teur e
iθ
2
: f(z)− zA = eiθ(z − zA)

� symétrie glissée par rapport à la droite passant par A et de ve
teur dire
teur

re
iθ
2
: f(z)− zA = eiθ(z − zA) + re

iθ
2
.

� similitude plane de rapport λ : transformation ϕ telle que d(ϕ(A), ϕ(B)) =
λd(A,B).

isométrie : similitude de rapport 1.

� 
ara
térisation des similitudes : ou bien f(z) = az+b (similitude dire
te), ou bien

f(z) = az̄ + b (similitude indire
te) .
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Exer
i
es

Exer
i
e 4.1. (*)

Soient A et B deux points du plan d'a�xes respe
tives :

zA = 3 + i et zB = 1 + 2i

On note O l'origine.

1. Les points O, A et B sont-ils alignés ?

2. On note C le point d'a�xe −1− i. Déterminer l'a�xe du point D tel que ABCD
soit un parallélogramme.

3. Quelle est l'a�xe du 
entre de 
e parallélogramme ?

Exer
i
e 4.2. (*)

Soient A,B,C,D quatre points du plan. Soient I, J,K, L,M,N les milieux respe
tifs

des segments [A,B], [B,C], [C,D], [D,A], [A,C], [B,D].

1. En utilisant les nombres 
omplexes, montrer que les segments [I,K], [J, L] et
[M,N ] ont le même milieu.

2. Montrer que le quadrilatère de sommets I, J,K, L est un parallélogramme.

Exer
i
e 4.3. (**)

Dé
rire les sous-ensembles suivants de C

1. {z ∈ C | |z − i| = 1},
2. {z ∈ C | |z − 1 + i| ≤

√
2},

3. {z ∈ C |Re((1 + i)z) = 0},
4. {z ∈ C | Im((3− 2i)z) = 2},

5. {z ∈ C | arg
(

z − 2

z

)

= 0},

6. {z ∈ C | arg
(

z − i

z + i

)

=
π

2
},

7. {z ∈ C | arg
(

z − 1

z − i

)

= π}.

Exer
i
e 4.4. (***)

Le but de l'exer
i
e est d'exprimer cos(2π
5
) à l'aide des opération usuelles. On en

déduira une façon de 
onstruire un pentagone régulier à l'aide d'une règle non graduée

et d'un 
ompas.

1. Soit P le polynome dé�ni par P (z) = z5 − 1. Quelles sont les ra
ines 
omplexes

de P , exprimées sous forme polaire ?
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2. Soit Q le polynome dé�ni par Q(z) = z4 + z3 + z2 + z +1. Montrer qu'on Q(z)×
(z − 1) = P (z). En déduire que les ra
ines 
omplexes de Q sont les nombres

cos(2π
5
) + i sin(2π

5
), cos(2π

5
)− i sin(2π

5
), cos(4π

5
) + i sin(4π

5
) et cos(4π

5
)− i sin(4π

5
).

3. Pourquoi l'inverse de cos(2π
5
) + i sin(2π

5
) est-il le nombre cos(2π

5
) − i sin(2π

5
) ? et

pourquoi l'inverse de cos(4π
5
) + i sin(4π

5
) est-il le nombre cos(4π

5
)− i sin(4π

5
) ?

4. En utilisant l'égalité Q(z) = z2(z2+z+1+z−1+z−2), montrer que si z est ra
ine
de Q, alors (z + z−1) est ra
ine du polyn�me R dé�ni par R(y) = y2 + y − 1.

5. Déterminer les ra
ines de R et montrer qu'elles sont réelles. On les note y1, y2 ave

y1 > 0.

6. En utilisant les questions 3, 4, 5 et 6, montrer qu'on a cos(2π
5
) = −1+

√
5

4
et cos(4π

5
) =

−1−
√
5

4
.

7. Étant donné un segment dont la longueur est 1, 
omment 
onstruire un segment

dont la longueur est

√
5 à l'aide d'une règle non graduée, d'une équerre, et d'un


ompas ? (penser à Pythagore)

8. En déduire 
omment 
onstruire un segment dont la longueur est cos(2π
5
).

9. En déduire 
omment 
onstruire à partir d'un repère orthonormé le point de 
oor-

données (cos(2π
5
), sin(2π

5
)) à la règle et au 
ompas.

10. Comment 
onstruire un pentagone régulier à la règle et au 
ompas ?

Exer
i
e 4.5. (**)

À tout nombre 
omplexe z 6= −2, on asso
ie f(z) = (z − 4i)/(z + 2). Parmi les

a�rmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1. L'ensemble des points d'a�xe z tels que f(z) est réel est un 
er
le.

2. L'ensemble des points d'a�xe z tels que f(z) est réel est une droite privée d'un
point.

3. L'ensemble des points d'a�xe z tels que f(z) est imaginaire pur est un 
er
le privé

d'un point.

4. L'ensemble des points d'a�xe z tels que |f(z)| = 1 est un 
er
le.

5. L'ensemble des points d'a�xe z tels que |f(z)| = 1 est une droite privée d'un

point.

6. L'ensemble des points d'a�xe z tels que |f(z)| = 1 est une droite.

Exer
i
e 4.6. (*)

L'appli
ation qui à un point d'a�xe z asso
ie le point d'a�xe iz − 1 est (vrai ou

faux et pourquoi) ?
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1. une translation.

2. une homothétie de rapport i.

3. une rotation.

4. une rotation dont le 
entre est le point d'a�xe 1.

5. une rotation dont le 
entre est le point d'a�xe −(1 + i)/2.

6. une rotation d'angle −π/2.
Exer
i
e 4.7. (*)

L'appli
ation qui à un point d'a�xe z asso
ie le point d'a�xe i z est (vrai ou faux

et pourquoi) ?

1. une homothétie de rapport i.

2. une rotation.

3. une symétrie.

4. la symétrie par rapport à l'axe des ordonnées.

5. la symétrie par rapport à la première bisse
tri
e.

Exer
i
e 4.8. (*)

Dé
rire 
haque transformation suivante du plan 
omplexe en donnant son type

(translation, rotation, homothétie, symétrie, autre ?) et ses 
ara
téristiques (ve
teur,

angle, 
entre, rapport, droite, et
).

1. z 7→ z + i

2. z 7→ z + 2− i

3. z 7→ iz − 1

4. z 7→ −z − 2i

5. z 7→ (1 + i
√
3)z − 2

6. z 7→ (1− i
√
3)z/2 + 2

7. z 7→ −z̄

Exer
i
e 4.9. (**)

Donner la forme des transformations suivantes, vues 
omme appli
ations de C

dans C :

1. une translation de ve
teur d'a�xe 1 + i,

2. une homothétie de 
entre 1 et de rapport 2,

3. une rotation de 
entre −i et d'angle π/2,

4. la 
omposée d'une rotation de 
entre 1 et d'angle 2π/3 (d'abord) et d'une trans-

lation de ve
teur d'a�xe 1 (ensuite),

5. la 
omposée d'une translation de ve
teur d'a�xe 1 (d'abord) et d'une rotation de


entre 1 et d'angle 2π/3 (ensuite),
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Exer
i
e 4.10. (**)

On 
onsidère des transformations du plan dans lui-même, vues 
omme appli
ations

de C dans C.

1. Montrer que la 
omposée de deux translations est une translation.

2. Montrer que la 
omposée de deux rotations est une rotation ou une translation.

À quelle 
ondition sur les angles a-t-on une translation ?

3. Montrer que la 
omposée de deux symétries axiales est une rotation ou une trans-

lation. À quelle 
ondition sur les axes a-t-on une translation ?

Exer
i
e 4.11. (**)

Soit A,B deux points du plan. On 
onsidère les rotations rA, rB de 
entres respe
-

tifs A,B et d'angle π.

1. Montrer que la 
omposée rB ◦ rA est une translation.

2. On suppose qu'on a un point C tel que rA(rB(rA(rB(C)))) = C. Montrer qu'alors

les points A et B sont 
onfondus.

Exer
i
e 4.12. (**)

Soit A,B,C trois points du plan. On 
onsidère les rotations rA, rB, rC de 
entres

respe
tifs A,B,C et d'angle 2π/3.

1. Montrer que la 
omposée rC ◦ rB ◦ rA est une translation.

2. À quelle 
ondition sur A,B,C la 
omposée rC◦rB◦rA est-elle l'appli
ation identité

z 7→ z ?

Exer
i
e 4.13. (**)

On note j le nombre 
omplexe ei 2π/3. Soit A,B,C trois points du plan d'a�xes

respe
tives zA, zB, zC . Montrer que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si

on a zA + j zB + j2 zC = 0 ou zA + j2 zB + j zC = 0.

Exer
i
e 4.14. (**) Soit f l'appli
ation de C {0} dans C qui à z asso
ie −1
z
. On

note C le 
er
le de 
entre O et de rayon 1.

1. Quelle est l'image de C par f ?

2. Montrer que siM est di�érent de O et à l'intérieur de C , le pointM ′
d'a�xe f(z)

est en dehors de C .

3. Montrer que l'image du 
er
le C ′
de 
entre −1/2 et de rayon 1/2 est la droite

passant par 1 et tangente à C .

Exer
i
e 4.15. (***)
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On va démontrer le théorème de Napoléon (pour savoir si l'empereur a e�e
tivement

démontré 
e théorème, rendez-vous sur Wikipedia ou sur

https://ljk.imag.fr/membres/Bernard.Y
art/mel/pe/node19.html).

Soit A,B,C trois points quel
onques du plan, d'a�xes respe
tives zA, zB, zC . On
suppose qu'on tourne autour de ABC dans le sens trigonométrique dire
t. On 
onstruit

à l'extérieur du triangle ABC trois triangles équilatéraux ABI,BCJ et CAK. On note

P,Q,R les 
entres de 
es triangles équilatéraux.

1. Donner les a�xes des points I et P en fon
tion de zA et zB.

2. Donner de mêmes les a�xes des points J,K,Q,R en fon
tion de zA, zB et zC .

3. Montrer que le triangle PQR est équilatéral.

Exer
i
e 4.16. (***) Inverses et 
ommutateurs

On 
onsidère des transformations du plan dans lui-même, vues 
omme appli
ations

de C dans C.

1. Soit f une transformation a�ne, 
'est-à-dire de la forme z 7→ az + b. Montrer

qu'il existe une unique transformation a�ne g telle que la 
omposition g ◦ f soit

l'identité. Montrer que dans le 
as, la transformation f ◦ g est aussi l'identité.

La transformation g est alors appelée l'inverse de f , et notée f−1
.

2. Montrer que l'inverse d'une translation est une translation, et l'inverse d'une ro-

tation une rotation dont on déterminera l'angle.

3. Étant donné deux transformations f et g, on appelle 
ommutateur de f et g,
noté [f, g] la transformation g−1 ◦ f−1 ◦ g ◦ f . Montrer que si f et g sont deux

transformations a�nes, alors leur 
ommutateur est une translation.

4. Montrer que le 
ommutateur de deux translations est l'identité.

5. À quelle 
ondition le 
ommutateur de deux rotations est-il l'identité ? (On pourra

utiliser le fait qu'une translation est l'identité si et seulement si elle a un point

�xe.)

6. À quelle 
ondition le 
ommutateur de deux homothéties est-il l'identité ?

7. Soit A,B,C,D quatre points distin
ts du plan. Montrer qu'il existe une unique

transformation a�ne envoyant A en B et D en C, on la note f1.

8. De façon semblable on note f2 l'unique transformation envoyant A en C et D en

B. Montrer que le 
ommutateur [f1, f2] est l'identité.
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