
Fihe de révision Langage mathématique MAT101, Chap. 2

Fihe de révision

2.1. Prinipaux symboles logiques introduits dans le hapitre. �

¬ non ∨ ou ∧ et

∃ il existe ∀ quelque soit

⇒ implique ⇔ équivalent à

2.2. Tables de vérités de base. �

P Q ¬P P ∧Q P ∨Q P ⇒ Q
V V F V V V
V F F F V F
F V V F V V
F F V F F V

2.3. Assertions et variables. �

variable libre : non introduite par un quanti�ateur

variable liée : introduite préédemment ou par un quanti�ateur

assertion lose : pas de variable libre, ex :∃x ∈ N, x2 − x = 0. Une telle assertion est

vraie ou fausse.

assertion ouverte : il y a des variables libres (ou paramètres), ex : ∃x ∈ N, x2−y = 0.
Une telle assertion n'est ni vraie ni fausse.

P ⇔ Q : les deux assertions sont équivalentes.

tautologie : assertion toujours vraie, quelles que soient les valeurs des variables libres

ou des assertions qui la omposent, ex 1 : x2−x = x(x−1), ex 2 : P∧(¬Q) ⇔ ¬(P ⇒ Q).

2.4. Règles de négation. � Les lettres P , Q et R désignent des assertions qui dans

les as e) et f) dépendent d'un paramètre. La lettre E désigne un ensemble.

a) ¬(¬P ) équivaut à P ;

b) ¬(P ∨Q) équivaut à (¬P ) ∧ (¬Q) ;
) ¬(P ∧Q) équivaut à (¬P ) ∨ (¬Q) ;
d) ¬(P ⇒ Q) équivaut à P ∧ (¬Q) ;
e) ¬(∃x ∈ E, P (x)) équivaut à ∀x ∈ E, (¬P (x)) ;
f) ¬(∀x ∈ E, P (x)) équivaut à ∃x ∈ E, (¬P (x)).

2.5. Règles de raisonnement. �

2.5.1. Raisonnement diret. � Pour démontrer Q, on démontre P et P ⇒ Q.
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2.5.2. Double-impliation ou analyse synthèse. � Pour démontrer P ⇔ Q, on dé-

montre l'impliation P ⇒ Q et l'impliation-réiproque Q⇒ P .

2.5.3. Contraposée. � Pour démontrer P ⇒ Q, on démontre (¬Q) ⇒ (¬P ).
2.5.4. Absurde. � Pour démontrer P ⇒ Q, on démontre P ∧ (¬Q) ⇒ faux.

2.5.5. Disjontion de as. � Si P (x) est une assertion dépendant d'un paramètre

x ∈ A et si A = B ∪ C, pour démontrer (∀x ∈ A, P (x)), on démontre (∀x ∈ B,P (x))
et (∀x ∈ C, P (x)).
Pour P (x) une assertion dépendant d'un paramètre x ∈ A, si A = B ∪ C, pour

démontrer (∃x ∈ A, P (x)), on démontre (∃x ∈ B,P (x)) ou (∃x ∈ C, P (x)).

2.5.6. Réurrene. � Pour P (n) une assertion dépendant d'un paramètre n ∈ N,

pour démontrer (∀n ∈ N, P (n)), on démontre

P (0) et ∀n ∈ N, P (n) ⇒ P (n+ 1) .

2.5.7. Réurrene forte. � Pour P (n) une assertion dépendant d'un paramètre n ∈
N, pour démontrer (∀n ∈ N, P (n)), on démontre

P (0) et ∀n ∈ N, ((∀m ∈ [[0, n]], P (m)) ⇒ P (n+ 1)) .
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Exeries

Logique semi-mathématique, syllogismes

Exerie 2.1. (*)

(Deux ompliments, d'après Godement, Cours d'algèbre). À la suite d'une représen-

tation de Pelléas et Mélisande, un journaliste hésite entre les deux rédations suivantes :

� Jamais le r�le de Mélisande n'a été si bien hanté.

� Jamais si jeune antatrie, aux si beaux heveux, n'a si bien hanté Mélisande.

Lequel de es ompliments est le plus fort ?

Exerie 2.2. (*) Parmi les raisonnements suivants, dire lesquels sont valides et les-

quels sont invalides.

1. Tous les hats sont mortels, or Sorate est mortel, don Sorate est un hat.

2. Tous les hats sont mortels, or Sorate est un hat, don Sorate est mortel.

3. Si le soleil est là 'est le jour, or 'est le jour, don le soleil est là.

4. Si le soleil est là 'est le jour, or 'est la nuit, don le soleil n'est pas là.

5. Un petit pois ne peut être rouge et vert à la fois, or elui-i est rouge, don il n'est

pas vert.

6. Un petit pois ne peut être rouge et vert à la fois, or elui-i n'est pas rouge, don

il est vert.

7. Tout arré est un retangle, et tout arré est un losange, don tout retangle est

un losange.

8. Tout arré est un retangle, et tout retangle est un parallélogramme, don tout

arré est un parallélogramme.

9. Plus il y a de gruyère plus il y a de trous, et plus il y a de trous moins il y a de

gruyère, don plus il y a de gruyère moins il y a de gruyère.

Exerie 2.3. (**)

(D'après Le livre qui rend fou, de Raymond Smullyan) Un roi joueur désire lais-

ser une hane à des ondamnés. Il les amène devant un ensemble de portes derrière

haune desquelles se trouve un tigre ou une prinesse. Sur les portes sont plaardées

des indiations. Le prisonnier doit hoisir une porte (on suppose que les prisonniers

préfèrent les prinesses aux tigres).
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1. Pour le premier prisonnier il y deux portes. L'une des a�hes dit la vérité, l'autre

ment.

Sur la première est érit : �Il y a une prinesse dans ette ellule et un tigre

dans l'autre.�

Sur la seonde : �Il y a une prinesse dans une ellule et il y a un tigre dans une

ellule.�

Le prisonnier a-t-il intérêt à ouvrir une porte plut�t que l'autre, et si oui la-

quelle ?

2. Pour le seond prisonnier, toujours deux portes. Cette fois par ontre, soit les

deux a�hes disent la vérité, soit elles mentent toutes les deux.

Sur la première : �Une au moins des deux ellules ontient une prinesse.�

Sur la seonde : �Il y a un tigre dans l'autre ellule.�

3. Pour le troisième prisonnier, les règles sont les mêmes que pour le seond.

Première porte : �Il y a un tigre dans ette ellule ou il y a une prinesse dans

l'autre.�

Deuxième porte : �Il y a une prinesse dans l'autre ellule.�

4. Maintenant il y a trois portes, et le roi a plaé une prinesse et deux tigres exa-

tement. De plus, seule une des trois a�hes dit la vérité.

Sur la première porte on lit : �Il y a un tigre ii.�

Sur la seonde : �Cette ellule ontient une prinesse.�

Sur la troisième : �Il y a un tigre dans la seonde ellule.�

5. Il y a toujours une prinesse et deux tigres, mais maintenant l'a�he ollée sur

la porte de la prinesse dit la vérité tandis qu'une au moins des deux autres est

fausse.

Première porte : �Il y a un tigre dans la deuxième ellule.�

Deuxième porte : �Il y a un tigre ii.�

Troisième porte : �La première ellule ontient un tigre.�

Langage mathématique

Exerie 2.4. (*) Lorsque T est un tableau de nombres, on note T (i, j) le ontenu

de la ase située à l'intersetion de la ligne i et de la olonne j. On onsidère les 4

assertions suivantes, portant sur des tableaux ayant au moins 4 lignes et 4 olonnes.
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A : ∀i ∈ {1, . . . , 4}, ∀j ∈ {1, . . . , 4}, T (i, j) = 1
B : ∀i ∈ {1, . . . , 4}, ∃j ∈ {1, . . . , 4}, T (i, j) = 1
C : ∃i ∈ {1, . . . , 4}, ∀j ∈ {1, . . . , 4}, T (i, j) = 1
D : ∃i ∈ {1, . . . , 4}, ∃j ∈ {1, . . . , 4}, T (i, j) = 1
Pour haun des tableaux i-dessous, dire quelles sont les assertions véri�ées parmi

A, B, C, et D.

(a) T =

0 1 0 1

1 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

(b) T =

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

() T =

0 1 0 1

0 0 0 0

1 1 1 1

1 0 0 0

(d) T =

1 0 0 1

0 1 0 0

0 1 0 0

1 1 1 1

Exerie 2.5. (*)

Érire des assertions à l'aide de quanti�ateurs traduisant les énonés suivants.

1. Tout nombre réel positif est le arré d'un nombre réel.

2. Tout entier pair est le double d'un entier.

3. Pour tout entier relatif, il existe un entier relatif plus grand.

4. Pour tout nombre réel, il existe un nombre rationnel tel que la di�érene des deux

est plus petite que 0,1 en valeur absolue.

5. Tout nombre omplexe non nul est le arré de deux nombres omplexes distints.

6. Il existe deux nombres réels irrationnels dont le produit est rationnel.

Exerie 2.6. (*)

Soit P,Q,R trois assertions, et a, b, c trois nombres réels. Érire la négation des

assertions suivantes.

1. P ∧ (¬Q)
2. (P =⇒ Q) ∧R
3. ∃x ∈ [1,+∞[, a ≥ b+ x

4. ∃x ∈ R+, a = b+ x

5. a = b = c
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Exerie 2.7. (**)

Pour haune des assertions i-dessous, dire quelles variables sont liées. Dire ensuite

si l'assertion dépend d'un paramètre. Érire haque assertion en français. On rappelle

qu'une assertion est lose si elle ne dépend pas d'un paramètre. Dire pour haque

assertion lose si elle est vraie ou fausse.

1. x > y.

2. ∀x ∈ R, x > y.

3. ∀x ∈ R, x > 0.

4. ∀x ∈ R, ∃y ∈ R, x > y.

5. ∃x ∈ R, ∀y ∈ R, x > y.

6. ∀x ∈ R, ∃y ∈ N, x > y.

7. ∀x ∈ R, ∃y ∈ Z, x > y.

8. ∀x ∈ R, ∃y ∈ Z, (x > y et (∀z ∈ Z, x > z ⇒ y > z)).

Exerie 2.8. (**)

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses, et le démontrer.

1. 1 + 1 = 2 =⇒ 1 + 1 = 3 ;

2. 1 + 1 = 3 =⇒ 1 + 1 = 2 ;

3. 1 = 0 =⇒ (∃a, b ∈ N∗, a2 + b2 = 0) ;

4. ∀x ∈ R, x > 2 =⇒ x ≥ 3 ;

5. ∀x ∈ R, x > 3 =⇒ x ≥ 3 ;

6. ∀x ∈ R, x ∈ [2, 3] =⇒ x ∈ [0, 4] ;

7. ∀x ∈ R, x ∈ [2, 3] =⇒ x ≤ 3 ;

8. ∀x ∈ R, x 6∈ [2, 3] =⇒ x ≥ 3 ;

9. ∀x ∈ R, x 6∈ [2,+∞] =⇒ x ≤ 3 ;

10. ∀x, y ∈ R∗, x > y =⇒ 1
x
< 1

y
;

11. ∃x ∈ R∗
+, x <

√
x ;

12. ∃x ∈ R, ∃y ∈ R, x+ y > 0 ;

13. ∃x ∈ R, ∀y ∈ R, x+ y > 0 ;

14. ∀x ∈ R, ∃y ∈ R, x+ y > 0 ;

15. ∀x ∈ R, ∀y ∈ R, x+ y > 0 ;

16. ∀ε ∈ R, ∃x ∈ R, |x| < ε ;

17. ∀ε ∈ R, ∃x ∈ R, x < |ε| ;
18. ∀ε ∈ R∗, ∃x ∈ R, x < |ε| ;
19. ∃t ∈ R∗

+, ∀x ∈ R, |x| < t⇒ x2 < 3 ;

Exerie 2.9. (*)

Soient A, B et C trois sous-ensembles d'un ensemble E. Erire en fontion de A,B,C
les ensembles orrespondant aux assertions suivantes.

1. x appartient aux trois.

2. x appartient au moins à l'un d'entre eux.
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3. x appartient à deux d'entre eux au plus.

4. x appartient à l'un d'entre eux exatement.

5. x appartient à deux d'entre eux au moins.

6. x appartient à l'un d'entre eux au plus.

Assertions et tables de vérié

Exerie 2.10. (*)

Soient P , Q et R des assertions. À l'aide d'une table de vérité, véri�ez que l'impli-

ation

((P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ R)) =⇒ (P ⇒ R)

est toujours vraie.

Exerie 2.11. (*)

Soit P et Q deux assertions, l'assertion P ⊕ Q (dire �P ou exlusif Q�) est vraie si
exatement l'une des deux assertions P et Q est vraie.

1. Donner la table de vérité de P ⊕Q selon les vérités de P et Q.

2. Démontrer l'équivalene P ⊕Q⇔ (P ∧ ¬Q) ∨ (¬P ∧Q).
3. Démontrer l'équivalene P ⊕Q⇔ (P ∨Q) ∧ ¬(P ∧Q).

Exerie 2.12. (**)

Soient P , Q et R trois assertions.

1. Simpli�er l'expression (P ∧Q ∧R) ∨ (¬P ∧Q ∧ R) ∨ ¬Q ∨ ¬R.
2. Démontrer que (P ∧ ¬Q) ∧ ¬R = P ∧ R(Q ∨ R) = (P ∧ ¬R) ∧ ¬Q.
3. Démontrer que (P ∨Q⇒ ¬R) ∧ (P ∨ R ⇒ Q) ⇔ (P ⇒ Q) ∧ (¬R).

Raisonnements

Exerie 2.13. (*)

1. Érire la ontraposée de l'assertion ∀x, y ∈ R, (x+ y) > 2 ⇒ (x > 1 ∨ y > 1).

2. Démontrer l'assertion ou sa ontraposée.

3. Énoner préisément la réiproque de ette assertion, et déterminer si elle est vraie

ou fausse.
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Exerie 2.14. (*)

(Conjetures de Goldbah). La onjeture de Goldbah forte a�rme que tout nombre

pair > 4 est la somme de deux nombres premiers. La onjeture de Goldbah faible

a�rme que tout nombre impair > 7 est la somme de trois nombres premiers.

1. Traduire les deux énonés par des assertions mathématiques à l'aide de symboles.

2. Montrer que la onjeture forte implique la onjeture faible. La onjeture faible

implique-t-elle la onjeture forte ?

Remarque : En 2013, Harald Helfgott a démontré la onjeture de Goldbah faible.

Exerie 2.15. (*) Démontrer que pour tout entier naturel n, le nombre

10n−1
9

est

entier. (On pourra faire une réurrene.)

Exerie 2.16. (*) Soient a et b deux nombres réels. Montrer que si la somme a+b est
irrationnelle ('est-à-dire a+ b 6∈ Q), alors a ou b est irrationnel. (On pourra onsidérer

la ontraposée.)

Exerie 2.17. (*) Résoudre l'équation

√
x+ 2 = x pour x ≥ −2. (On pourra proéder

par analyse-synthèse.)

Exerie 2.18. (**)

On onsidère les propriétés suivantes de l'ordre total sur R, valables pour tous a, b
et c réels :

(a 6 b et b 6 c) ⇒ a 6 c(26)

a 6 b ⇒ a+ c 6 b+ c(27)

(a 6 b et c > 0) ⇒ ac 6 bc(28)

1. Résoudre dans R l'inéquation 3x + 2 6 −2x + 1 d'inonnue x en utilisant uni-

quement (en e qui onerne les propriétés de l'ordre total) les règles i-dessus. À

haque étape, on indiquera la règle utilisée.

2. Montrer, en utilisant uniquement les règles (26) et (27), la règle suivante, valable

pour tous réels a, b, c et d :

(a 6 b et c 6 d) ⇒ a+ c 6 b+ d

3. Montrer, en utilisant uniquement les règles (26), (27) et (28), la règle suivante :

(a 6 b et c 6 0) ⇒ ac > bc
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4. Montrer, en utilisant uniquement la règle (28), la règle suivante :

(a < b et c > 0) ⇒ ac < bc

Exerie 2.19. (**)

En utilisant un raisonnement diret, montrer que

1. Si f est une fontion de R dans R dérivable et paire, alors sa dérivée f ′
est

impaire.

2. Pour tout élément x > 0 de Q, il existe un entier n > 0 tel que n > x.

Exerie 2.20. (**)

En utilisant un raisonnement par disjontion des as (ou as par as),

1. Montrer l'assertion ∀x ∈ R, (x 6∈ Q) ∨ (∃n ∈ N∗, nx ∈ Z).

2. Soient a et b deux réels, montrer qu'on a

max(a, b) =
1

2
(a + b+ |a− b|),

min(a, b) =
1

2
(a+ b− |a− b|).

3. Montrer que, quelque soit l'entier naturel n ∈ N, 3 divise n(n + 1)(2n+ 1).

4. Soit n ∈ N. Montrer qu'il existe m ∈ N tel que la somme n +m soit impaire et

le produit nm soit pair.

5. Trouver tous les réels x tels que |x+ 1| = 3− |3x− 2|.

Exerie 2.21. (**)

En utilisant un raisonnement par l'absurde, montrer que

1.

ln(2)
ln(3)

n'est pas un rationnel.

2. Soit n un entier naturel non nul et a1, . . . , an, n réels de somme égale à 1. Alors

un de es réels est plus petit que

1
n
.

Exerie 2.22. (**)

En utilisant un raisonnement par analyse et synthèse,

1. Soit a, b deux nombres réels. Démontrer que l'assertion ∀x ∈ [0, 1], ax+ b ≥ 0 est

équivalente à l'assertion (b ≥ 0 ∧ a+ b ≥ 0).
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2. Soient D1 et D2 deux droites parallèles et distintes du plan orienté. Soit A un

point du plan n'appartenant ni à D1, ni à D2. Construire un triangle équilatéral

ABC tel que B appartient à D1 et C appartient à D2. Combien y a t-il de tri-

angles possibles. (On supposera qu'un tel triangle existe et on herhera omment

onstruire B ou C en utilisant la rotation de entre A et d'angle

π
3
)

3. Montrer que toute fontion de R dans R est somme d'une fontion paire et d'une

fontion impaire.

Exerie 2.23. (**)

1. Montrer à l'aide d'une réurrene que tout nombre entier > 12 peut s'érire sous

la forme 4a+ 5b, pour des entiers naturels a et b.

2. On dé�nit une suite (un)n∈N par u0 = 0, u1 = 1, et ∀n > 0, un+2 = 5un+1 − 6un.
Montrer par réurrene que pour tout n ∈ N on a un = 3n − 2n.

Exerie 2.24. (**)

(Nombres de Fibonai). On dé�nit les nombres de Fibonai (Fn)n>1 par réurrene

de la façon suivante :

F1 = F2 = 1 et ∀n > 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.

1. Caluler les nombres de Fibonai (Fn), pour 1 6 n 6 10.

2. Montrer que pour tout n > 1, il y a exatement Fn+1 façons de paver un éhiquier

de taille 2× n ave des dominos.

3. Démontrer l'assertion ∀n > 2, ∀m > 1, Fn+m = Fn−1 Fm+FnFm+1 (on pourra �xer

un entier n > 2 et démontrer ∀m > 1, Fn+m = Fn−1 Fm + FnFm+1 par réurrene

double.)

4. Démontrer l'assertion ∀n > 2, F 2
n = Fn−1 Fn+1 + (−1)n+1

.

Exerie 2.25. (**)

(Une réurrene foireuse). La � preuve � suivante prétend montrer par réurrene sur

n > 1 qu'étant donné n nombres réels u1, u2, . . . , un ∈ R, ils sont en fait tous égaux.

Pour n ∈ N∗
, on note P (n) l'assertion

� quels que soient u1, . . . , un ∈ R, on a u1 = u2 = · · · = un. �

Montrons ∀n ∈ N∗, P (n) par réurrene.

Initialisation. S'il n'y a qu'un nombre u1, il n'y a rien à montrer, e qui

montre P (1).

89



Exeries Langage mathématique MAT101, Chap. 2

Hérédité. Soit n > 1 un entier tel que P (n).

Montrons P (n+ 1).

Soit u1, u2, . . . , un, un+1 ∈ R.

D'après P (n), on a déjà u1 = u2 = · · · = un.

Par ailleurs, si l'on pose u′1 = u2, u
′
2 = u3, . . . , u

′
n = un+1 et que l'on

applique P (n) à la famille (u′1, . . . , u
′
n), on obtient u′1 = · · · = u′n−1 = u′n,

'est-à-dire u2 = · · · = un = un+1.

Cela entraîne que u1 = u2 = · · · = un = un+1, et montre don la propriété

voulue.

Le résultat est évidemment faux. Où est le problème ?

Exerie 2.26. (***) Théorème de Helly en dimension 1

Soit n ≥ 2 un entier, et I1, I2, . . . , In des intervalles de R. On onsidère l'assertion

suivante :

si pour tous i, j ∈ [[1, n]] l'intersetion Ii ∩ Ij est non vide,

alors l'intersetion globale

⋂

i∈[[1,n]]
Ii est un intervalle non vide de R.

Pour simpli�er, on ne onsidère que des intervalles fermés.

1. Faites un dessin pour n = 3 pour vous onvainre que l'assertion est vraie dans

e as.

2. Montrer que l'assertion est fausse si on suppose seulement que I1, . . . , In sont des
sous-ensembles de R et pas néessairement des intervalles.

3. En utilisant la notion de min et de max, donner une preuve direte de l'assertion.

4. Le théorème est-il enore vrai s'il y a une in�nité d'intervalles ?
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