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Fi
he de révision

1.1. Ensembles. �

� {1, 2, 3, 4, 5} : ensemble dont les éléments sont les nombres 1, 2, 3, 4, et 5.

� {x ∈ {1, 2, 3, 4, 5} | x ≤ 3} : sous-ensemble de {1, 2, 3, 4, 5} 
onstitué des nombres

inférieurs ou égaux à 3, 
'est-à-dire l'ensemble {1, 2, 3}
� {2n + 1 ; n ∈ {1, 2, 3}} : ensemble obtenu en partant de {1, 2, 3} et en appliquant

la fon
tion n 7→ 2n+ 1, 
'est-à-dire {3, 5, 7}
∈ appartient /∈ n'appartient pas

1 ∈ {1, 2, 3} 4 /∈ {1, 2, 3}
⊂ in
lus 6⊂ non inlus ∅ ensemble vide

{2, 3} ⊂ {1, 2, 3} {2, 4} 6⊂ {1, 2, 3}
∪ union ∩ interse
tion di�éren
e

{1, 2} ∪ {2, 3} = {1, 2, 3} {2, 3} ∩ {1, 2} = {2} {1, 2, 3} {2, 3} = {1}

1.2. Nombres. �

� N = {0, 1, 2, . . .} : ensemble des nombres entiers naturels

N∗ = N {0} = {1, 2, . . .}
� Z = {0, 1,−1, 2,−2, . . .} : ensemble des nombres entiers relatifs

� Q = {p
q
| p ∈ Z, q ∈ Z∗} : ensemble des nombres rationnels

� R : ensemble des nombres réels

� ⌊x⌋ : partie entière de x
� |x| : valeur absolue de x
� [[−2, 3]] : ensemble des nombres entiers entre −2 et 3

� [
√
2, π[ : ensemble des nombres réels entre

√
2 (in
lus) et π (ex
lu)

� {x ∈ R
∣

∣ |x− a| < ε} =]a− ε, a+ ε[

1.3. Polyn�mes. �

� x2 − 1 : polyn�me en x, à 
oe�
ients entiers, de degré 2.

� y3 − πy +
√
2 : polyn�me en y, à 
oe�
ients réels, de degré 3.

� ra
ine de P : nombre a tel que P (a) = 0

� �a ra
ine de P � est équivalent à �il existe Q de degré deg(P )− 1 tel que P (x) =
(x− a)Q(x)�
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Division eu
lidienne. A,B deux polyn�mes.

Il existe Q (quotient) et R (reste) ave
 deg(R) < deg(B) tels que

A = BQ +R.

Si R = 0, B divise A.
Exemple (exé
ution de l'algorithme de division eu
lidienne des polyn�mes)

x3 +x2 −1 x −1

−x3 +x2 x2 +2x +2

2x2 −1

−2x2 +2x

2x −1

−2x +2

+1

Q(x) = x2 + 2x+ 2 quotient, R(x) = +1 reste

1.4. Nombres 
omplexes. �

� nombre 
omplexe : tout nombre de la forme z = a + ib, ave
 a, b ∈ R.

Re(z) = a : partie réelle de z

Im(z) = b : partie imaginaire de z

|z| =
√
a2 + b2 : module de z

arg(z) = θ tel que Re(z) = |z| cos(θ) et Im(z) = |z| sin(θ) : argument de z

z = |z|eiθ : dé
omposition polaire de z

z = a− ib : 
onjugué de z

� C : ensembles des nombres 
omplexes.

� addition : (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d),

� multipli
ation : (a+ ib)(c+ id) = (ac− bd) + i(bc+ ad).

� ez = ea
(

cos(b) + i sin(b)
)

: exponentielle 
omplexe

ez+z
′

= ezez
′

.
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Exemples

nombre module argument dé
omposition polaire 
onjugué

i 1 π/2 eiπ/2 −i

1 + i
√
2 π/4

√
2eiπ/4 1− i

−1 + i
√
2 3π/4

√
2ei 3π/4 −1− i

1 + i
√
3 2 π/3 2eiπ/3 1− i

√
3√

3 + i 2 π/6 2eiπ/6
√
3− i

Formule de Moivre.

(cos(x) + i sin(x))n = cos(nx) + i sin(nx)

Formules d'Euler.

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
, sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
.

1.5. Équations polynomiales 
omplexes. �

Équation de degré 2 :

a, b, c ∈ C, a 6= 0, δ := ra
ine 
arrée 
omplexe de b2 − 4ac (dis
riminant).

Alors az2 + bz + c a pour ra
ines

z1 =
−b+ δ

2a
et z2 =

−b− δ

2a
.

Cal
ul des ra
ines 
arrées : z = a+ ib : nombre 
omplexe.

Pour trouver δ = x+ iy tel que δ2 = z on résoud











x2 + y2 =
√
a2 + b2

x2 − y2 = a

2xy = b

On obtient l'égalité

x2 =

√
a2 + b2 + a

2
, y2 =

√
a2 + b2 − a

2
,

signe de xy = signe de b
Ra
ines n-ièmes 
omplexes

ei(2kπ/n), ave
 k = 0, . . . , n− 1 : ra
ines n-ièmes de l'unité

Pour z0 = ρeiθ, l'équation zn = z0 admet pour solutions

n
√
ρ eiθ/n, n

√
ρ ei(θ+2π)/n, n

√
ρ ei(θ+4π)/n, . . . , n

√
ρ ei(θ+2(n−1)π)/n

40



MAT101, Chap. 1 Nombres et ensembles Exer
i
es

Exer
i
es

Ensembles, nombres entiers, rationnels et réels

Exer
i
e 1.1. (*)

É
rire en extension (
'est-à-dire en donnant tous leurs éléments) les ensembles sui-

vants :

1. {1, 2, 3} ∪ {4, 5, 6},
2. {1, 2, 3} ∪ {3, 4, 5},
3. {1, 2, 3} ∪ {1, 3, 4},
4. {1, 2, 3} ∩ {4, 5, 6},
5. {1, 2, 3} ∩ {2, 3, 4},
6. ({1, 2} ∪ {1, 3}) ∩ {3, 4},

7. ({1, 2, 3} ∩ {2, 3, 4}) ∪ {5, 6},
8. ({1, 2} ∪ {3, 4}) ∩ {2, 4},
9. ({1, {2}} ∪ {2, 3}) ∩ {{2}, {3}},
10. ({1, {2}} ∩ {{2}, {3}}) ∩ {{2}, 3},
11. l'ensemble des nombres entiers 
om-

pris entre

√
2 et 2π.

Exer
i
e 1.2. (*)

On note A l'ensemble {1, 2, 3} et B l'ensemble {−1, 0, 1}. É
rire en extension (
'est-

à-dire en donnant tous leurs éléments) les ensembles suivants :

1. A ∩B,
2. A ∪B,
3. A B,

4. B A,

5. {x+ 2; x ∈ A},

6. {2x; x ∈ B},
7. { 1

x
; x ∈ A},

8. {x+ y; x ∈ A, y ∈ B},
9. {x+ y; x ∈ A, y ∈ A},
10. {x+ x; x ∈ A},

11. {xy; x ∈ A, y ∈ B},
12. {x ∈ A

∣

∣x ≥ 2},
13. {x ∈ B

∣

∣x ≥ 2},
14. {y ∈ A

∣

∣ y ≤ 5},
15. {z ∈ A ∪ B

∣

∣ z ≥ 0},

Exer
i
e 1.3. (*/**)

É
rire le plus simplement possible les ensembles suivants.

1. [0, 1] ∪ [1, 2],

2. [0, 1] ∩ [1, 2],

3. [0, 1] ∩ Z,

4. {3n+ 2;n ∈ {1, 2, 3}},
5. {2n+ 1;n ∈ [[2, 5]]},
6. {3n+ 2;n ∈ {1, 2, 3}}

∪ {4n+ 3;n ∈ {1, 2, 3, 4}},

7. {3n+ 2;n ∈ {1, 2, 3}}
∩ {4n+ 3;n ∈ {1, 2, 3, 4}},

8. {2n+ 1;n ∈ Z} ∪ {2n;n ∈ Z},
9. {2n+ 1;n ∈ Z} ∩ {2n;n ∈ Z},

10.

{

p

q
; p ∈ {1, 2, 3, 4}, q ∈ {1, 2, 3, 4}

}

,
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11.

⋃

n∈Z
{n},

12.

⋃

n∈N∗

[n, n+ 1[,

13.

{

x ∈ R
∣

∣ ⌊x⌋ = 3
}

,

14.

{

x ∈ R
∣

∣ 2 ≤ ⌊x⌋ ≤ 6
}

,

15.

{

x ∈ Q
∣

∣ |x| ≤ 3
}

,

16.

{

x ∈ R
∣

∣ |x| = ⌊x⌋
}

.

Exer
i
e 1.4. (*)

É
rire les ensembles suivants 
omme intervalles ou réunions d'intervalles :

1. {x ∈ R
∣

∣ 2 ≤ x < 6},
2. {x ∈ R

∣

∣ |x| < 0, 5},
3. {x ∈ R

∣

∣ |x− 2| < 0, 1},
4. {x ∈ R

∣

∣ |x− 5| ≤ 0, 01},

5. {x ∈ R
∣

∣ |x− 0, 1| < 0, 2},
6. {x ∈ R

∣

∣x2 < 3},
7. {x ∈ R

∣

∣x4 ≥ 1},
8. {x ∈ R

∣

∣x2 − x ≥ 0}.

Exer
i
e 1.5. (*/**)

Représenter les sous-ensembles de R suivants

1. [0, 1[,

2. [0, 1[∪]2, 3],
3. [0, 2]∩]1, 3[,
4. [0, 2] ∩ Z,

5. [0, 2] ∪ {3, 4},
6. {x ∈ R

∣

∣ 2 < x ≤ 4},
7. {x ∈ R

∣

∣ |x| < 1},

8. {x ∈ R
∣

∣ |x− 3| < 1

2
},

9. {x ∈ R
∣

∣ |x− 1, 5| > 0, 5},
10. {x ∈ R

∣

∣x2 ≤ 0},
11. {x ∈ R

∣

∣x(x− 2) ≤ 3},
12. {x ∈ R

∣

∣ sin(x) > 0},

13.

⋃

n∈N

[

n, n +
1

2

]

,

Exer
i
e 1.6. (*)

Les a�rmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Pourquoi ?

� Le produit de 3 nombres réels est négatif si et seulement si l'un d'entre eux est

négatif, les deux autres étant positifs.

� Le produit de n nombres réels est positif si et seulement si un nombre pair d'entre

eux sont négatifs, les autres étant positifs.

Exer
i
e 1.7. (**)

Parmi les ensembles suivants, lesquels sont in
lus dans lesquels ?
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1. [0, 1],

2. ]− 1, 1[,

3. [0, 1
2
],

4. {x ∈ R
∣

∣x2 − x = 0},

5. {x ∈ R
∣

∣ |x| < 1

5
},

6. {x ∈ R
∣

∣ |x− 0, 2| < 0, 1},

7. {x ∈ R
∣

∣x3 − 2x2 − x+ 2 > 0}.

Exer
i
e 1.8. (**)

Les ensembles suivants 
oïn
ident-ils ?

1. {1, 1, 2} et {2, 1} ;

2. {1, (1, 2)} et {(1, 1)} ;

3. {(1, 1), (1, 2)} et {(1, 1), (2, 1)} ;

4. {{1}, {1, 2}} et {{1}, {2, 1}} ;

5. {0, 1, 2, 3} et {x ∈ Z | x 6 3} ;

6. {0, 1, 2, 3} et {x ∈ N | x 6 3} ;

7. [[1, 3]]× [[0, 3]] et {(x, y) ∈ N2
∣

∣ 1 6 x 6 3 et 0 6 y 6 3} ;

8. {(x, y) ∈ N2
∣

∣ 0 6 x < y 6 3} et {(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3)} .
Exer
i
e 1.9. (**) É
rire le plus simplement possible les ensembles suivants (Justi�er

rigoureusement, en montrant séparément deux in
lusions).

1.

⋃

x∈R
{x2},

2.

⋃

x∈[0,1]
]x− 1, x+ 1[,

3.

⋂

x∈[0,1]
]x− 1, x+ 1[,

4.

⋂

x∈[0,1]
[x− 1, x+ 1],

5.

⋂

n∈N∗

[

0,
1

n

]

,

6.

⋃

n∈N∗

[

1

n + 1
,
1

n

]

Exer
i
e 1.10. (**)

Soient A, B et C trois sous-ensembles d'un ensemble E.

1. Simpli�er l'expression (A ∩B ∩ C) ∪ (cA ∩ B ∩ C) ∪ cB ∪ cC.

2. Démontrer que (A ∩ cB) ∩ cC = A ∩ c(B ∪ C) = (A ∩ cC) ∩ cB.

3. A-t-on toujours (A ∪B) ∩ (cA ∪ cC) ∩ cB ∩ (cA ∪ B ∪ C) = ∅ ?
Remarque informatique : Étant donné des sous-ensembles A1, A2, . . . , An d'un

ensemble E et un ensemble F formé à partir de A1, A2, . . . , An à l'aide des opéra-
tions ∪,∩, et , répondre à la question � F est-il toujours vide ? � est un exemple
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de problème très di�
ile à résoudre en pratique : le temps né
essaire à un ordina-

teur pour y répondre est en général exponentiel en n (
'est-à-dire de l'ordre de 2n).
Trouver un algorithme qui réponde à 
ette question en temps polynomial (
'est-

à-dire de l'ordre de n5
ou n18

) est le problème le plus important de l'informatique

théorique aujourd'hui. On l'appelle P
?
= NP .

Nombres 
omplexes et polyn�mes

Exer
i
e 1.11. (*)

Mettre sous forme algébrique (
'est à dire x + iy ave
 x et y réels) les nombres


omplexes suivants (a et b sont des réels).

1. 1− 2i− (−4 + 7i),

2. 1 + 2i +−4 + 6i,

3. (1 + 2i) (−4 + 6i),

4. (2− 3i) (−3 + 2i),

5. (a+ ib)2,

6. (a− ib)2,

7. i50,

8.

(

1 + 2i

−4 + 6i

)

,

9.

3 + 6i

3− 4i
,

10.

5 + 2i

1− 2i
,

11.

(5 + 2i)(1− i)

(1− 2i)− (i− 1)
,

12.

−2

1− i
√
3
,

13.

(

1 + i

2− i

)2

+
3 + 6i

3− 4i
,

14.

2 + 5i

1− i
+

2− 5i

1 + i
,

15.

(

1 + i−
√
3(1− i)

1 + i

)2

.

Exer
i
e 1.12. (*) Résoudre les équations suivantes, d'in
onnue z ∈ C :

1. z(i− 3) = 2,

2. 3i + 1− iz = 4− i,

3. 3iz + 2z = 6i,

4.

2z + i

1− 3iz
= 2 + 3i,

5. (1− i)z + z̄ = 4− 3i,

6.

2z + i

1− z̄
= 2 + i.

Exer
i
e 1.13. (*)

Cal
uler le module et l'argument des nombres 
omplexes suivants.

1. 1 + i,

2. 3 + 3i,

3. 1 + i
√
3,

4. −1 + i
√
3,

5.

√
3 + i,

6. −4

3
i,

7. 1 + i(1 +
√
2),

8. (1 +
√
2)− i,

9.

1 + i

1− i
,
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10.

(

1 + i

1− i

)3

,

11. (1 + i
√
3)4,

12. (1+i
√
3)5+(1−i

√
3)5,

13.

1 + i
√
3√

3− i
,

14.

√
6− i

√
2

2− 2i
.

Exer
i
e 1.14. (*)

Parmi les a�rmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pour-

quoi ?

1. tout nombre réel a pour argument 0.

2. tout nombre réel stri
tement négatif a pour argument π.

3. tout nombre imaginaire pur non nul a pour argument π/2 ou 3π/2.

4. le 
onjugué d'un nombre imaginaire pur est égal à son opposé.

5. si deux nombres 
omplexes ont le même argument alors leur produit est réel.

6. le produit de deux nombres imaginaires purs est réel.

7. si deux nombres 
omplexes non nuls ont le même argument alors leur quotient est

réel.

8. si deux nombres 
omplexes non nuls ont le même module alors leur quotient a

pour module 1.

Exer
i
e 1.15. (*)

Soit z un nombre 
omplexe non nul. Parmi les a�rmations suivantes, lesquelles sont

vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1. le module de z est égal au module de son 
onjugué.

2. l'argument de z est l'opposé de l'argument de son 
onjugué.

3. le produit de z par une ra
ine n-ième de l'unité a le même module que z.

4. l'argument de −z est l'opposé de l'argument de z.

5. si la partie imaginaire de z est positive, alors son argument est 
ompris entre 0 et

π.

6. l'argument de z2 est le double de l'argument de z.

7. l'argument de z/z est égal à l'argument de z2.

Exer
i
e 1.16. (**)

Cal
uler le module et l'argument des nombres 
omplexes suivants (θ est un paramètre

réel).
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1. eiθ + e2iθ, 2. 1 + cos(θ) + i sin(θ), 3. ee
iθ

.

Exer
i
e 1.17. (**)

Cal
uler les ra
ines 
arrées, sous forme algébrique, des nombres suivants

1. −1,

2. i,

3. 1 + i,

4. −1− i,

5. 1 + i
√
3,

6. 3 + 4i,

7. 8− 6i,

8. 7 + 24i,

9. 3− 4i,

10. 24− 10i.

Exer
i
e 1.18. (**)

1. Cal
uler les ra
ines 
arrées de (1 + i)/
√
2 sous forme algébrique.

En déduire les valeurs de cos(π/8) et sin(π/8), exprimées à l'aide des quatre

opérations standards et du signe

√
.

2. Cal
uler les ra
ines 
arrées de (
√
3 + i)/2 sous forme algébrique.

En déduire les valeurs de cos(π/12) et sin(π/12).

Exer
i
e 1.19. (**)

Résoudre dans C les équations suivantes, en donnant les solutions sous forme algé-

brique

1. z2 + z + 1 = 0,

2. z2 − z + 1 = 0,

3. z2 + 2z + 4 = 0,

4. z2 + 4z + 5 = 0,

5. 4z2 − 2z + 1 = 0,

6. z2 + (1 + 2i)z + i− 1 = 0,

7. z2 − (3 + 4i)z − 1 + 5i = 0,

8. z2 − (1− i)z − i = 0,

9. z2 − (11− 5i)z + 24− 27i = 0.

Exer
i
e 1.20. (**)

Soit z ∈ C R. Trouver deux nombres réels p, q tels que z2 + pz + q = 0.

Exer
i
e 1.21. (**)

Résoudre dans C les équations suivantes, en donnant les solutions sous la forme que

vous voulez

1. z3 = i

2. z3 =
−1 + i

4
,

3. z3 = 2− 2i,

4. z4 = 1,

5. z4 = (−1 + i
√
3)/2,
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6.

(

2z + 1

z − 1

)4

= 1.

Exer
i
e 1.22. (**)

Cal
uler le quotient et le reste de la division de A par B dans les 
as suivants :

1. A(x) = x3 + x2 + x+ 1 et B(x) = x− 1,

2. A(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 et B(x) = x2 + 1,

3. A(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 et B(x) = x+ 1,

4. A(x) = x5 − 2x3 − x2 + x et B(x) = x2 − 1.

Exer
i
e 1.23. (**)

Résoudre dans C les équations suivantes.

1. z3 − 5z2 + 6z = 0,

2. z3 − 2z + 1 = 0,

3. z3 − z2 + 3z + 5 = 0,

4. z3 − 2z + 4 = 0.

Exer
i
e 1.24. (**)

Montrer les égalités suivantes, en utilisant la formule de Moivre

1. cos(4x) = 8 cos(x)4 − 8 cos(x)2 + 1,

2. sin(4x) = 8 cos(x)3 sin(x)− 4 cos(x) sin(x).

Exer
i
e 1.25. (**)

Linéariser les expressions suivantes (
'est-à-dire les é
rire 
omme sommes d'expres-

sions de type a cos(kx) et b sin(kx), ave
 a, b ∈ R et k ∈ N).

1. cos(x)3,

2. sin(x)3,

3. cos(x)4,

4. sin(x)4,

5. cos(x)2 sin(x)2,

6. cos(x) sin(x)3,

7. cos(x)3 sin(x),

8. cos(x)3 sin(x)2,

9. cos(x)2 sin(x)3,

10. cos(x) sin(x)4.

Exer
i
e 1.26. (***)

On note G = {m2 + n2 ; (m,n) ∈ Z2}.
1. Donner un exemple d'entier naturel qui est dans G et un exemple d'entier naturel

qui n'est pas dans G .

2. En utilisant la formule |zz′|2 = |z|2|z′|2 pour z, z′ ∈ C, montrer que G est stable

par produit, 
'est-à-dire que si p, q ∈ G , alors pq ∈ G .

3. En déduire que 221 est dans G .
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