Sujet 1

Exercice 1 On considére I'endomorphisme f de R dont la matrice dans la base canonique est

Quelle est la nature géométrique de f 7
Correction : Premiérement, on peut vérifier que f € (’)(R3) puisque :
— Les vecteurs colonne de f, que 'on note C1,C5 et Cs forment une base de R? puisque le déterminant
de A vaut 1.
— Cette base est orthogonale :

(1) x2+42x(-1)+2x2)=0,

W=

(Ch, Ca) = %(2 K (—1) 4+ 2% 24 (1) x 2) = 0, (Cy, C) =

(01,03):%(2><2+2><(—1)+(—1)><2):0.

— Elle est de plus orthonormée, puisque par exemple
1
1C1[* = {1, 1) = 3 (224 22+ (1)) = 1.

Comme det(A) = 1, on sait de plus par classification des endomorphismes orthogonaux de R? que c’est une
rotation. Déterminons son axe : il suffit de déterminer les points de R® fixes par f, c’est & dire 'ensemble
x

des vecteurs X € M3 1(R) tels que AX = X. Notons X = | y |, alors
z

20 —y+2z = 3x
AX=X<& 204+ 2y —z = 3y
—r+2y+2z = 3z

La résolution donne alors x = y = z, de sorte que ’ensemble des points fixes de f est la droite engendrée
par le vecteur u = (1,1,1).
Il reste a déterminer ’angle 6 de cette rotation : on sait quand dans une base orthonormée adaptée la

matrice d’une telle rotation s’écrit
1 0 0

0 cos(d) —sin(d) |,
0 sin(f) cos(d)
d’ott 2 =Tr(A) =14 2cos(f), et on obtient alors § = ig.

Pour en déterminer le signe, on peut remarquer que en considérant v = (1, —1,0), qui est orthogonal a

u, la base (u,v, f(v)) est directe, ce qui signifie que 6 €]0, 7[ modulo 27. Donc 6 = % et f est une rotation

d’axe Vect(1,1,1) et d’angle g

Exercice 2 Pour A, B € M, (R), on définit
(A, B) = Tr(A'B).

1. Montrer que ceci définit un produit scalaire sur M,,(R). On notera N la norme associée.
2. Montrer que pour tous A4, B € M,(R), on a N(AB) < N(A)N(B).

Correction :
1. On vérifie que (-, -) est bilinéaire, et symétrique puisque Tr(AB) = Tr(BA)VA, B € M, (R). Montrons
qu’elle est définie positive : soit A € M, (R) et B = A A. Alors pour tout 1 < i < n,

2
bm‘ = Zak,i Z 0.

k=1

n



Ainsi,

et on a I'égalité si et seulement si a;; = 0 pour tous 1 < i,k < n, autrement dit si et seulement si
A = 0. Donc la forme est définie positive et c’est un produit scalaire sur M,,(R).

2. Considérons A = (a; ;) et B = (b; ), et écrivons AB = (¢; j)1<i j<n avec
n
Cij =Y aikbij.
k=1
On a alors

n

n n o n n 2
N(AB)2 = Z Z Cz%j = Z Z (Z ai,kbkd) .
k=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Si on applique alors l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour la norme euclidienne usuelle sur R" (pour la somme
sur k). On en déduit que

vom? <33 (3 (Yoot
k=1 k=1

i=1 j=1
n n n n
2 2
S DI N DIPIA
i=1 k=1 j=1k=1

< N(A)’N(B)*

Sujet 2

Exercice 1 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé et A, B deux fermés dans E. On rappelle que la
distance d’un élément x € E & un sous-espace fermé F' de E est définie par

d(w, F) := inf {d(z,y)}

1. Montrer que ANB =@ < Vo € E,d(x,A) 4+ d(z,B) > 0.

2. On suppose que AN B = &, montrer qu’il existe f : £ — R continue telle que fj4 =0 et fijp = 1.

3. En déduire qu'il existe deux ouverts U et V de F tels que ACU, BCVetUNV = 0.

Correction :

1. Supposons tout d’abord que A N B = & et considérons z € E. On sait qu'on a d(z, A) = 0 si et
seulement si z € A. Mais si x € A alors par hypothése z ¢ B, et donc d(z, B) > 0 et finalement
d(z,A) +d(z, B). De méme, par symétrie on on obtient que c’est vérifié si x € B. Si x ¢ AU B, alors
les deux distances d(x, A) et d(x, B) sont strictement positives, d’ou le résultat.

Réciproquement, supposons que Vx € E, d(z,A) + d(x,B) > 0 et supposons que AN B # &.
Considérons alors x € AN B. On a donc d(z,A) = d(z,B) = 0, donc d(z,A) + d(z,B) = 0 :
contradiction.

2. Considérons la fonction f: E — R définie par

fla) = o hn A
(x,A) +d(z, B)
Alors d’aprées 1., f est bien définie puisque le dénominateur ne s’annule jamais, et f est continue
en tant que quotient de deux fonctions continues. Par ailleurs, si x € A, alors d(z, A) = 0 et donc
f(z) =0etsixze B,alors f(x) = jgi’ ji =1, d’ott les conditions requises.
3. On sait que f prend la valeur 0 sur 121 et 1 sur B : séparons donc R en deux intervalles disjoints,

I'un contenant 0 et lautre contenant 1 : par exemple I} =] — 00,1/4] et Io =]3/4,+o00]. Posons
U= fYI) et V= f7Y(I), alors par construction on a A C U et V C V. De plus, puisque
ILiNIy)@, alors UNV = @. Par ailleurs, U et V' sont ouverts en tant qu’images réciproques d’ouverts
par 'application continue f.



Exercice 2 Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’un produit scalaire (-,-) et soit f : E — E une

application telle que
Ve,y e B, (f(2), f(y)) = (z,y).

1. Montrer que 'image d’une base orthonormale de F par f est une base orthonormale.
2. Montrer alors que f est linéaire.
Correction :

1. Fixons une base orthonormale (ey,...,e,) de E. Alors par hypothése pour tout 1 < 4,5 < n, on a

(f(e), f(ej)) = (eiej) =0sii#j
donc la famille (f(e1),..., f(en)) est une base orthonormale de E.
2. Soit x € E, sa décomposition dans la base orthonormale (eq,...,e,) s'écrit

n

x = Z<$,€i>€¢-

i=1

n

D'ou f(z) = Z(w,eﬁf(e,) et donc

i=1

(f(2), fer)) = (=, €).

De plus, comme on a montré que (f(e1),..., f(e,)) est une base orthonormale, on a aussi
F@) = (f(@), fle) fles) =Y (w,ei) fes).
i=1 i=1

n

n
Donc on vient de montrer que si = s’écrit E x;e;, alors f(x) = E x; f(e;), ce qui suffit & prouver

i=1 i=1
n

est linéaire. En effet, si on prend un autre élément y = Z yie; € E et A € R un scalaire, alors
=1

n

F@)+ M) =D (@i + i) f(eq) et

i=1

flz+Ay) =f (Z(fﬂz + Ayi)%) = (@i + M) f(ei).

=1 i=1

Sujet 3

Exercice 1 Soit A > 0. Pour tout entier n < 1, on note D,, I’ensemble

2 2 2
D,, = {(x,y)€R2t.q. <33—1> —|—<y—1> §>\2}
n n n

1. Quelle est la nature de I’ensemble D,, 7
2. Pour quelles valeurs de A a-t-on D,,+1 C D,.
3. Soit D = U D,,. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que D soit fermé.
n>1
Correction :
1. On remarque que D, correspond & Pensemble de définition d’un disque dans R?, de centre <

et de rayon r, = —.
n

que f

11
n’'n



2. Comment vérifier qu'un disque est inclus dans un autre? Par exemple sur un dessin, on voit que
D(x,r1) C D(y,r2) si et seulement si xy + r1 < 9. Dans ce cas, on en déduit donc que Dy, C Dy,

si et seulement si
2
(1 LY A A
n n+1 - n n+1
donc si et seulement si A > /2.

3. On vient de montrer que si A > \fZ, alors D41 C D, C -+ C Dy C Dy1. Donc D = D; est le disque
de centre (1,1) et de rayon A est fermé. Sinon, on vérifie que pour tout n € N*, (0,0) ¢ D,, mais

11
cependant la suite des centres <, ) des D,, est contenue dans D, et converge vers (0,0) qui lui
n'n

n’est pas dans D, donc D n’est pas fermé dans ce cas.

Exercice 2 Soit F un espace vectoriel euclidien, et ¢ un élément non nul de E. On pose

1. Montrer que a € O(E).
2. Calculer Ker(s, —id), Ker(s, +id) et en déduire la nature géométrique de s,.

Correction :

1. Considérons le sous-espace F' de F défini par F' = Vect(a), et posons G := F L. On sait alors qu'on a
E = F & G et donc un vecteur x de F se décompose sous la forme Aa+gou A € Ret g € G, c’est a
dire (a,g) = 0. D’ou

{a,\a + g)

{a,a)

(a, \a)
(a,a)

De plus, par Pythagore puisque a et g sont orthogonaux, on a alors

Sa(z) = sq(Aa+g)=Xa+g—2 a=Xa+g—2

=Xa+g—2\a=g— .

l2l1* = [1Aa + gl = X*[lal[* + 1lg]]* = Ilg — Aall* = ||sa(2)I*,

d’'ou s, € O(E).

2. Par définition, Ker(s, —id) = {z € E; s.(z) = z}. Or, d’aprés ce que précede, sq(Aa+g) = g — Aa)
donc on a 'égalité s,(x) = z si et seulement si A =0, et donc z = g € G. D’ou Ker(s, —id) = F.
De méme, Ker(s, +1id) = {x € E; sq(x) = —z}, donc en écrivant x sous la forme Aa + g, on doit
avoir sq,(Aa+ g) = —Aa — g. D’aprés les calculs suivants, c’est vrai si et seulement si g = 0, autrement
dit z € F = Vect(a). D’ou Ker(s, + id) = F. On vient donc finalement de montrer que

Ker(s, —id) @ Ker(s, +1id) = E,

d’ott on en déduit que s, est la symétrie orthogonale par rapport & G (’ensemble de ses points fixes,
i.e Ker(s, — id).

Sujet 4

Exercice 1 Soit N l'application de R? dans R définie par

1. Montrer que N est une norme sur R
2. Est-elle équivalente a la norme euclidienne définie par No(z,y) = /22 + y2?
Correction :



1. Montrons que N est une norme sur R%. Si N(z,y) = 0, alors sup |x + ty| = 0 et donc z + ty = 0 pour
teR

tout t € R. Pour ¢ = 0, on obtient alors que x = 0, d’ott on en déduit (par ex en prenant ¢t = 1) que

y=0.
SiAeR, ona
Az + Aty |z + ty|
Nz, \y) =sup ———— = Asup ——= = [A|N(z,y).
( ) teR 1+1¢2 teR V1 + t2 AIN(z.y)

Soient (z,7) et (z/,y') € R?, alors par inégalité triangulaire on a :
(@ +a") +t(y + )] < o+ tyl + 2" + 1y,

d’out on déduit

((+a)+tly+y)l, _ lz+ty] 2" +ty '
< < N(z,y)+ N(z',y).
ite vz yize S New Ny

En prenant le sup, qui est le plus petit des majorants, on obtient alors
N((z,2') + (y,9/)) < N(z,y) + N(",y/).

2. On a |z + ty| = |{(z,y), (1,t))]2 (ou (-, )2 est le produit scalaire usuel associé & la norme euclidienne
Ny de R2) donc d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

|+ ty| < Na(z,y)Na(1,) = Va2 + 21 + 2,
d’ou
[z + 1ty _

— < No(z,
m_ 2( y)

En passant au sup, on obtient donc I'inégalité N(z,y) < Na(z,y) pour tout (z,y) € R2.
En fait, on peut montrer qu’on a aussi l'inégalité dans 'autre sens en étudiant la fonction ¢ +—
<|96+ty>2 _ (z+ty)?

Vi+ez) 142

Le calcul de sa dérivée donne
2(x + ty)(y — tx)

(14 1¢2)2

fi(t) =

Siz # 0, alors f’(g) =0 et on vérifie que f admet un maximum relatif en ¢ = y/z (pour cela il faut
x

faire une étude compléte de la fonction en distinguant 4 cas différents selon les signes de x et y). Ce
|z + ty|

V1+t2

maximul relatif est en fait aussi un maximum de la fonction ¢ +— (puisque la valeur en ce

point est positive) et on a :

z2 +y2

xT

y 2 2
‘m+xy’2 - N B \|; 2+?/ ‘2 - \/W:Ng(x,y).
Vie®?P ot Vet

e
. . . |z + ty| : R
Autrement dit, No(z,y) est une des valeurs atteintes par la fonction ¢ — Winn] (et c’en est méme
+
le maximum), et donc en passant au sup on obtient alors N(x,y) > Na(x,y). Si x = 0, alors on

Ity

étudie la fonction ¢ > et on remarque que cette fonction est positive et sa limite en oo vaut

ly| = Na(z,y) donc N(z,y) < Na(z,y) aussi dans ce cas par un raisonnement similaire (en passant
au sup).
Donc en fait on vient de montrer que N = N> !

Exercice 2 Soit E un espace vectoriel euclidien, soit u € O(E) un endomorphisme orthogonal, et soit F
un sous-espace vectoriel de F.

1. Montrer que u(F*) = (u(F))*.

2. Montrer que F' est stable par u (c’est a dire u(F) C F) si et seulement si F- est stable par w.



Correction :
1. Soit x € E, puisque u est un endomorphisme de E inversible, il existe un unique y € FE tel que
x =u(y). On a alors :

reu(Ft)eyecFt
SVzeF (y,z) =0
e Vze F (uly),u(z)) = (z,u(z2)) =0
s xe (u(F)*t

2. Supposons que F est stable par u, alors w(F) C F mais comme u est un automorphisme, on a
u(F) = F. On a alors
u(Fh) = (u(F))*" = F*

et donc F* est stable par u. Réciproquement, si F- est stable par u alors de méme u(F J‘) = Ft et

donc
F =FH —y(FHt = w(FH) = u(F).

Sujet 5

Exercice 1 Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est donnée par

4 1

A==-14 7 4
1 4

Quelle est la nature géométrique de f 7
Correction : On remarque que la matrice A est orthogonale : en effet, si on note (Cy, Co, C3) ses 3 vecteurs
colonnes, alors on a
<C17 02> —

[(—8) x44+4xT+1x4]=0, (C,C3) = = [1 x (—4)+8 x4+ (—4) x 7] =0, ete.

O =
NeNNT

et

1
IC1]? = g7 [17 + 82 + (-4)°] = Lete,

Donc f € O(F) et on remarque que la matrice A est symétrique, donc c’est la matrice d’une symétrie
orthogonale. Pour déterminer cette symétrie, il suffit alors de déterminer son ensemble de points fixes : pour

x1
cela, on résout le systéme AX = X pour X = | 22 | € M31(R). On a
z3
—8r+4dy+2 = 9

AX =X & de +Ty+4z = 9y
r+4y—8z = 9z

et la résolution nous donne x = z et y = 4z, soit 'ensemble des points fixes est Vect(1,4,1). Par conséquent,
f est une symeétrie orthogonale par rapport a la droite Vect(1,4,1).

Exercice 2 Soit F un espace vectoriel normé, et A une partie non vide et bornée de E. On définit le
diameétre de A comme la quantité

diam(A) := sup{||y — o]l z.y € A}.

1. Montrer que A et 9(A) := A\ A sont également bornés.

2. Supposons que A # &, comparer diam(A), diam(A) et diam(A).
Correction :



1. A est une partie bornée de E donc il existe une certaine boule B(0, M) pour M > 0 qui contient A.
Soit x € A, alors par définition il existe une suite (z,,) d’éléments de A qui converge vers z, et par
passage & la limite :

lznl] < M = ||z|] < M.

Donc A est bornée, et d(A) aussi puisque d(A) C A.
2. Supposons que A et B sont deux parties de E telles que A C B. Alors on a sup{||ly — z||,z,y € A} <

sup{|ly — z||,z,y € B} et donc diam(A) < diam(B). Ici, comme on a les inclusions A C A C A, on

en déduit que
[e] J—

diam(A) < diam(A) < diam(A)

Montrons que la deuxiéme inégalité est en fait une égalité. En effet, par définition de la borne supé-
rieure, pour un € > 0 il existe x,y € A tels que

— £
o = yll > diam(A) - ¢,
mais par définition de A il existe des éléments 2’ et 3/ de A tels que
/ € / €
r—2| < - et — < -
o=l < Setlly vl < S
et alors

lz =yl =l(z =)+ @' =)+ @ =yl < lle =2l +[l2" = /[ + [ly = /Il

d’ou B
2" =4|| > llz = yl| = ]2’ — || = ||y — yl| > diam(A) —e.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que diam(A) = diam(A).
En revanche, la premiére inégalité n’est pas forcément une inégalité : en effet prenons par exemple

E =Ret A=1[0,1]U -3, alors A =|0,1] a pour diamétre 1, tandis que A a pour diamétre 4 (la
distance entre -3 et 1).

Sujet 6

Exercice 1 Soit a > 0. On définit 'application N, : R[X] — R par

1
No(P) = [P@]+ [P0t

1. Démontrer que N, est une norme sur R[X].
2. Soient a,b > 0 avec a < b et b > 1. Montrer que N, et N ne sont pas équivalentes.
3. Montrer que si (a,b) € [0,1]?, alors N, et N, sont équivalentes.

Correction :

1. Le fait que Ngy(AP) = AN, (P) et No(P + Q) < Nu(P) + No(Q) est clair par propriété et inégalité
triangulaire de la valeur absolue sur R. Il reste a montrer que si P € R[X] est tel que N,(P) = 0,
alors P = 0.

1
Supposons que N, (P) = 0. Alors |P(a)] —1—/ |P'(t)|dt = 0. Comme ces deux quantités sont positives
0

1
(par positivité de 'intégrale), on en déduit que |P(a)| = 0] et / |P'(t)|dt = 0. Mais la fonction

t — | P'(t)| est continue et positive, et donc t — |P’(t)| est la fonction nulle puisque I'intégrale d’une
fonction continue positive sur [0, 1] est nulle si et seulement si cette fonction est nulle. Par conséquent,
P est un polynéme constant, en particulier égal & P(a) = 0, donc P = 0.



2. Soient a,b > 0 avec a < bet b > 1, supposons que N, et N, sont équivalentes, alors il existe c¢1, co > 0
constantes telles que pour tout P € R[X], on ait

ClNa(P) S Nb(P) S CQNG(P).

Pour P = X", avec n > 0, on a alors
1
Ny (P)=a" + n/ t"1dt = a" + 1 et de méme N,(P) = b" + 1
0
Donc on en déduit que pour tout n > 0, on a

1 n
b"+1§cQ(a"+1)@1+b7§cQ(%> +Z%.

a
Puisque b > 1, b" —+> 400 et donc le terme de gauche tend vers 1, or puisque 3 < 1, le terme de
n—-+00

droite tend vers 0, et en passant a la limite on obtient alors que 1 < 0 : contradiction.
3. Supposons que (a,b) € [0,1]%, et supposons sans perte de généralité que a < b. On sait alors d’aprés
le théoréme fondamental de 'intégration que

b b 1
P(b)—P(a):/ P'(t)dtg/ |P’(t)[dt§/0 P ()dt,

et donc .
[P(b)| < |P(a)| +/0 [P'(t)|dt = Na(P).

Par conséquent,
1 1
Ny(P) = |P(b)] +/ |P'(t)|dt < N,(P) +/ |P'(t)|dt < 2N, (P)
0 0

puisque l'intégrale est elle méme plus petite que N,(P). Exactement de la méme fagon on obtient
Ny(P) < 2Ny(P) et donc finalement

%Na(P) < Np(P) < 2Ny (P),

et les deux normes sont équivalentes.

Exercice 2 On considére la matrice

1 1 8 —4
M:§ 8§ 1 4
-4 4 7

1. Montrer que M est une matrice orthogonale et symétrique.
2. Justifier que M est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres ainsi que son polynéme minimal
sans calculer son polyndéme caractéristique.

Correction :
1. On vérifie aisément que M est symétrique puisque *M = M. Pour 'orthogonalité, notons (Cy, Ca, C3)
les 3 vecteurs colonnes de M. Alors on a

1

<C’1,Cg):%[1><8—|—8><1+(—4)><4]:0, (Cl,C’3>:§[1x(—4)+8><4+(—4) X 7] = 0, etc.

et
1
|C1I[? = 92 [12 4 8% + (—4)?] = 1, etc.



2. On remarque que M est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres. Notons A1, A2, A3 ses valeurs propres, alors A; € {—1,+1} pour 1 <4 < 3 puisque
M est la matrice d’'un endomorphisme orthogonal, et M est semblable & la matrice

A1 0 0
0 X O
0 0 As
1 1 7 -
Donc Tr(M) = 9 + 9 + 9= 1 = A1 + A2 + A3, et la seule possibilité pour les A; est donc que deux
d’entre eux valent 1, par exemple Ay = Ao =1 et A3 = —1. Donc 1 et —1 sont toutes les deux valeurs

propres, et puisque M est diagonalisable, son polynéme minimal est scindé & racines simples : il vaut
donc (X — 1)(X +1).

Sujet 7

Exercice 1 Soient a, b des réels tels que |ab| < 1. Montrer que

. R2 R?
f‘{ (x,y) — (x+asin(y),y+ bsin(x)).

réalise un C!-difféeomorphisme de R? sur lui-méme.

Correction : Commencons par montrer que 'application f est injective de R? dans R?. Supposons que
(z,y) et (¢/,y') sont deux éléments de R? tels que f(z,y) = f(2/,9), autrement dit :

7’ +asin(y’) = z + asin(y)

y' + bsin(z’) = y + bsin(z)
En regardant la premiére ligne, on a alors d’aprés 'inégalité des accroissements finis (puisque sin’(z) =
—cos(z) <1,

|z — a'| = |al|sin(y) — sin(y")| < |ally — /|
En regardant la deuxiéme ligne, on obtient de méme
ly —y'| < [bllz — 2],
et donc en combinant ces deux équations on obtient que si y # 3/, alors
ly — 'l < lablly — ¢/ < ly — /|
puisque par hypothése, |ab| < 1. Donc c’est impossible, et on obtient que y = '. De méme, on montre que
=21
De plus, calculons les dérivées partielles de f :

gv(x + asin(y)) =1, {i(w + asin(y)) = acos(y),

;i(y + bsin(z)) = beos(z), E)ay(y + bsin(z)) = 1.

Ces dérivées partielles étant toutes continues et de classe C sur R?, on en déduit que f est de classe C'* sur
R?. Par ailleurs, la matrice jacobienne de f est donnée par

<bcols(3:) acof (;,))

et son déterminant est 1 — abcos(x) cos(y). Puisque |ab| < 1 par hypothése, on a alors |abcos(z) cos(y)| < 1,
et donc ce déterminant est non nul, pour tout (z,y) € R2. Donc pour tout (z,y) € R?, la différentielle de f en
(x,y) est inversible, et par conséquent on en déduit que f est un C!-diffeomorphisme de R? sur f (RZ) = R?,

Exercice 2 Dans Uespace affine R®, on considére les droites D et D’ d’équations :

2 + 3y — 4z =-1 , 1z — y — 72 =«
D = D =
r — 2y + z =3 r + y + z =1



1. Les droites sont-elles paralléles, sécantes ou non-coplanaires ?
2. Pouvez-vous donner un systéme d’équations de D comprenant une des équations données pour D’ ?

3. Donner un systéme d’équations cartésiennes du sous-espace affine engendré dans R? par les deux
droites.

Correction :

1. Considérons d’abord les sous-espaces vectoriels E et E' de R? définis par

2 4+ 3y — 4z =0 , 11z — y — 7z =0
FE = B =
r — 2y + z =0 r + y + 2z =0

déterminant les directions de D et D’ respectivement, dont on va déterminer des bases. En échelonnant

le premier systéme, on obtient les conditions x = ?z ety = ?z, donc la premiére droite est engendrée
1
par le vecteur uj := (5,6,7). En échelonnant le second systéme, on obtient les conditions x = §z et

3
y = ——z donc la deuxiéme droite est engendrée par le vecteur uy := (1, —3,2). Ces deux droites ont

donc des vecteurs directeurs non colinéaires : elles ne sont donc pas paralléles. Leur interesection est
donc réduite & un point si il existe un triplet (x,y, z) tel que

2 4+ 3y — 4z =-1
r - 2y + 2z =3
e — y — 7z = ’
z + y + z =1

et est vide sinon (autrement dit les deux droits sont non-coplanaires). Pour cela, déterminons si le
vecteur (—1,3,a, 1) est dans I'image de I'application linéaire f : R® — R* définie par

fle,y,2)=2e+3y —4z,x —2y+z2,1le —y —7z,x +y + 2).

D’aprés ce qui précéde, Ker(f) = {0} donc par la théoréme du rang Im( f) est un sous-espace vectoriel
de R* de dimension 3. Pour vérifier si le vecteur (—1,3,a,1) est dedans, on calcule le déterminant

2 3 -4 -1

r —2 1 3
11 -1 -7 «
1 1 1 1

qui vaut 18a — 216, et il est donc nul lorsque o = 12. D’ott on en déduit que pour a = 12, les deux
droites sont sécantes, et pour « # 12, elles sont coplanaires. Si o = 12, on obtient alors par résolution

du systéme que le point d’intersection est donné par M := <i:, —%, 178>

Remarque : En faisant 3L; + 5Ly sur les lignes du systéme caractérisant D, on obtient I’équation
11z —y — 7z = 12, or dans D’ on a l’équation 11z —y — 7z = «a, donc on en déduit qu’'on doit
nécessairement avoir o = 12 pour que les deux droites s’intersectent, ce qui confirme ci-dessus.

2. D’aprés la question 1., si a # 12, alors les deux droites sont coplanaires, et dans ce cas le sous-espace
affine engendré par ces 2 droites est espace affine R? lui-méme, puisque l'espace engendré comporte
3 directions : celles des deux droites et une reliant un point fixé entre les deux droites. Si v = 12, alors
D et D’ sont sécantes, et engendrent un espace affine de dimension 2, dont la direction est donnée
par Vect(u1,us) et un point est M, le point d’intersection de D et D’.

Pour en déterminer une équation cartésienne, on va déterminer un vecteur normal & u; et us en
résolvant le systéme
5r + 6y + Tz =0
{ r — 3y + 2z =0

Par résolution, on trouve qu'un vecteur normal & D et D’ est donné par (—11,1,7), et donc I'équation
cartésienne du plan engendré par D et D’ est de la forme

—llz+y+72+d=0,

10



et on trouve d en injectant les coordonnées du point M :
—11x23+1x(-12)+7x7+18d =0,
et donc d = 12, donc finalement 1’équation cartésienne du plan engendré par D et D’ est

—1lz+y+T7z+12=0.
Sujet 8

Exercice 1 Donner une base orthonormée de ’espace euclidien Ry[X] muni du produit scalaire

1
(P,Q) = / P(t)Q(t)dt.

-1

Correction : On va orthonormaliser, en appliquant le procédé de Gram-Schmidt la base canonique
(1, X, X?). Commencons par normaliser 1 :

||1||:,//_111dt=\f2

On pose donc :

1
P=—.
V2
Considérons ensuite Q1(X) = X + AP ou A est choisi de sorte que (Q1, P) = 0. Mais, (Q1, P / —dt+

A(P, P) = 0. On doit donc avoir A = 0 (en réalité, les deux vecteurs 1 et X sont déja orthogonaux!), et donc
@1 = X. On normalise ce vecteur en
3
= \/7X .
2

On pose enfin Ry = X2 + AP + uQ de sorte que (R, P) = 0 et (R1,Q) = 0. Mais, X? est déja orthogonal a
X, et donc par un calcul similaire au précédent, on va trouver que u = 0. D’autre part,

1 [t V2
Ri,P)=— [ dt+)\=-—-"+\
B, P) \/5/_1 3

2
Dou A = —\3[ et donc :

Ri(X)=X?— 3

! 1\? 8
I \//< ;) 4= o

R(X) = \/g (3x%-1)

La base cherchée est donc ( \f \/> X, \/> 3X2% — 1)

Exercice 2 On considére la fonction définie par :

Il reste donc a renormaliser :

On a donc :

R? - R
2 _ .2

(x,y) — f= w pour (z,y) # (0,0)

0 pour  (z,y) = (0,0)
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1. Montrer que f est continue, différentiable et calculer sa différentielle.
2. Montrer que f ne vérifie pas le théoréme de Schwarz.

Corrigé :

1. Montrer que f est continue, différentiable et calculer sa différentielle. Ici on voit bien que le seul
probléme quil peut y avoir est en (0,0). Or |2* — ¢?| < 2% 4+ ¢ d’ot |f(z,y)| < zy et la fonction f
est bien continue en (0,0).

Soit(z,y) # 0. On a :

y(at +42%y® — y)
(22 + y2)2
z(z? — 422y? — y*)
(22 + y2)2

Ouf(z,y) =

8yf(x7 y) =

On remarque que le numérateur est un polynoéme de degré 5 en (x,y). On a donc 0,f(0,0) =
0y f(0,0) =0 et f est bien différentiable en 0. On a donc :

zt + 422y? — y4)dx N z(xt — 42%y? — o)

df = A (22 + 2)2 (22 + 2)2

dy.

2. Montrer que f ne vérifie pas le théoréme de Schwarz. On remarque :

xd ¥
Gyf(x,O) =—=z et arf(o,y) =-== —1.
v y
On a donc :

020,£(0,0) = —1 et 9,0, f(0,0) = 1.

f ne vérifie donc pas le théoréme de Schwarz.

Sujet 9

Exercice 1 Déterminer une équation du plan paralléle a 'axe (Ox) passant par les points A(0,1,2) et
B(2,-1,0).

Corrigé : On sait que E = (2,—2,—2) est un des vecteurs directeur du plan. De plus, le plan est

paralléle a axe (Oz) de vecteur directeur (1,0,0) non colinéaire a jﬁ . La droite issue de A et de vecteur
directeur (1,0,0) est donc contenue dans le plan. Soit M (z,y,z) un point de P. On peut donc se donner

ey
(A, 1) € R? tels que AM = \il + uﬁ soit :

x = 0+X4+2u
y = 1-2p
z = 2—-2u

C’est la représentation paramétrique du plan. Une méthode pour déterminer I’équation cartésienne du
plan serait d’éliminer A et p des équations ou sinon plus simplement :

T 1 2
y—1 0 —2 |=0.
z—2 0 =2

L’équation du plan est donc 2(y —z+ 1) =0 soit y — 2z + 1 = 0.

Exercice 2 On considére

L Ma(R) - RY
f.{ M~ (Te(M),Te(M?),---, Te(M™)) .

1. Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle. Montrer qu’elle est C.
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2. Montrer que l’ensemble des matrices M telles que D f (M) soit de rang maximal correspond exactement
a I’ensemble des matrices telles que leur polynéme minimal 7, soit de degré n, c’est-a-dire :

{M € Mn(R),rg(Df(M)) = n} = {M € My(R),deg(mrr) = n}.

3. En conclure que {M € M, (R),deg(mys) = n} est un ouvert.

Corrigé :

1. L’application Tr est une application polynomiale des coefficients de M de méme que 'application Fy, :
M — MP* pour tout k € N. f est donc bien différentiable en que composé d’applications différentiables.
Soit H € M, (R) et k € {1,--- ,n}. Attention ici rien nous garantit que HM = M H, on ne peut pas

utiliser le bindme de Newton directement. En revanche, on sait que Tr(M H) = Tr(HM). De plus la
trace est linéaire, on va utiliser la régle de la chaine en posant fj, : M — Tr(MF) :

dfprr(H)) = Te(dFy 0 (H)) et (M + H)* = M* + HM*! ...+ M*'H + R(H)

avec R(H) le reste qui contient au moins deux termes en H et donc en o(||H||). Avec la commutativité
a l'intérieur de la trace, on trouve :

dfp(H) = (Te(H),2Te(MH), - -+ ,nTr(M" ' H)).

2. Ici nous proposons trois approches. La premiére consiste a se rappeler que 'application ® : (A, B) —
Tr(A"'B) est un produit scalaire. De plus, le degré du polynéme minimal de M correspond au rang de
la famille (I,,, M, --- , M™!). D’aprés le théoréme du rang, connaitre le rang est équivalent a connaitre
la dimension du noyau. On sait que :

dfv(H) = (Te(H),2Te(MH), - - - ,nTe(M"'H)) = (®(H', I,,), ®(H', M), -- -, ®(H', M"1)).

Donc déterminer I'espace vectoriel des H tels que dfyr(H) = 0 est égal a la dimension de I'orthogonal
de la famille (I, M, -- ,M"_l). D’ou I'équivalence. Une autre maniére de le voir avec les formes
linéaires (orthogonalité et dualité sont des choses liées), on pose la forme linéaire :

By - { M,(R) — R
’ H —  Tr(MH)

L’application M +— ®js est un isomorphisme de M, (R) sur son dual. Les formes linéaires (® Mk)871
sont donc de méme rang que la famille (I,, M, -, M" 1), Dot dim(ker(df(M)) = n® — d et
rgdf (M) = d. Enfin une derniére maniére par le déterminant de Vandermonde, si c’est plus simple
pour vous, on diagonalise M dans C. On obtient donc que le rang de df est donnée par le rang de
la matrice de Vandermonde. Si df est de rang maximal, on obtient que toutes les valeurs propres
complexes de M sont deux & deux distinctes et que par conséquent le polynéme minimal coincide
avec le polynéme annulateur.

3. D’apreés la question précédente, on a {M € M, (R),deg(my) = n} = (det(df(M)))" (R*). Par
continuité de la composition et des deux applications (multinomialité des coefficients...), {M €
M, (R),deg(mpr) = n} est 'image réciproque d’un ouvert par une fonction continue et est donc
ouvert.

Sujet 10

Exercice 1 On considére
f GL,(R) — GL,(R)
: M - ML

Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle.
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Correction : Soit M, X € GL,(R) muni de la norme ||M|| = sup ||Mz||, on a alors

|lz=1]]

f(M+H)=(M+H) ™ =(M(I,+M'H)™!
=, +M1H) M
=f(Iy+ M 'H)M™!
= [f(In) + Df1, (M~ H) +o(|[M~ H|)])M

On voit donc qu’il nous faut calculer la différentielle de f en I,,. Or pour ||H|| < 1, on a
(In+H)'=I,-H+H*-H*+---=1,—- H+¢eH)H,

ou € est une fonction qui tend vers 0 lorsque H tend vers 0. D’ott on en déduit par définition que D fr (H) =
—H, et donc en reprenant le calcul ci dessus :

f(M+H) = [f(I,) = M~"H +o(||M " H|))] M~
=M M HM ' +o(||MtH|) M

Or la norme sur G L,, étant sous-multiplicative, on a alors ||[M ' H|| < ||M~H|| et donc o(|| M *H||)M~* =
o(||H||). De plus, Papplication H — M YHM ™! est linéaire, et donc on en déduit que

Dfy(H)=-M"*HM™L.

Autre méthode : On sait que l'inverse d’une matrice M € GL,,(R) est donné par la formule

1 by
M~ = det (A1) Com(A),

ot Com(A) désigne la comatrice de A. Dans cette formule, les coefficients de la comatrice sont obtenus par
des polyndémes en les coefficients de A, et donc cette fonction est polyndmiale en les coefficients de A. Une
fonction polynémiale étant nécessairement différentiable (et méme C*), on en déduit que f est différentiable
(et méme C*).

Exercice 2 Soit u € Q. Vérifier que les deux ensembles F et G de Q* définis respectivement par :

x—i—y—l—z—t:Oet r + y + 2z + t =1

r — Yy + z + t = x — y + 2z + 3t = 2u
sont des sous-espaces affines de Q* dont on donnera pour chacun un point, 'espace directeur et la dimension.
Pour quelle valeur de u s’intersectent-ils ? Donner alors un point, ’espace directeur et la dimension de
I’intersection.

Correction : On considére E; et Fs les sous-ensembles de Q* définis par

. 4 Jf+y+z —t =0
E_{(l'ayvz7t)€@|{x —y—l—z—}—t:(]

_ o) oy + 22+t =0
F_{($7y727t)6(@’{x — y+22+3t:0

On vérifie facilement que E; et Es sont des sous-espaces vectoriels de Q*, qui seront les directions respectives
de & et F. Il nous reste alors & trouver des points dans £ et F, c’est & dire des solutions des systémes décrits
par £ et F.

u u
Pour &, on voit que 1’élément ( 5 0,0, —5) est solution du systéme, et donc on en déduit que
U u

E=(=,0,0,—=

u u
= E=(=,0,0——
(2 2)+ (=,0,0,

5 5) + Vectg((0,1,0,1),(~1,0,1,0)).

est un espace affine de direction E = Vectg((0,1,0,1),(—1,0,1,0)) et est donc de dimension 2.
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14+2u 1—2u
+2 ,2,0,()) est une solution particuliére du systéme, et en échelonnant le

systéme on trouve qu'une base de F' est donnée par les vecteurs ((—2,0,1,0),(—2,1,0,1)). On en déduit que

Pour F, I'élément (

14+2u 1-2 149 1-=2
.7-":( +2 u,2u,070> —i—F:( +2 U,2u,0,0> + Vectg((—2,0,1,0),(-2,1,0,1)).

Comme les deux espaces € et F sont de dimension 2 dans un espace de dimension 4 ayant des directions
distinctes, on en déduit que leur intersection est de dimension < 1 : c’est donc soit vide, soit un point, soit
une droite affine. Déterminons l'intersection des directions £ N F :

T 4+ y + 2z — t =0
r —y + z + t =0
tye ENF
z — y + 2z + 3t =0
En échelonnant ce systéme, on trouve les conditions x = 2t,y = t et z = —2t, et donc on en déduit

que E N F est un sous-espace vectoriel de Q* de dimension 1 engendré par le vecteur (2,1,-2,1). Ainsi,
I'intersection de & est F est soit vide, soit une droite affine si il existe un vecteur (z,y, z,t) € Q* solution du
systéme

r + vy + 2z — t =0
T — Yy + z + t =

T + y + 2z + t = 1
x — y + 2z + 3t = 2u

Cela revient a se demander si le vecteur (0, u, 1,2u) est dans I'image de la matrice

1 1 -1
1 -1 1 1

M = 1 1 9 1 €M4(Q>
1 -1 2 3

Comme cette matrice est de rang 3 (on vient de voir que son noyau est de dimension 1), il suffit pour cela
de calculer le déterminant de la matrice

1 1 1 0
1 -1 1 u
M= 1 1 2 1]’
1 -1 2 2u
qui est 2(1 — u). Donc l'intersection est vide si u # 1, et est une droite affine si u = 1, avec pour direction
1 1
Vectg(2,1,—2,1) et pour point (5,0,0, 5)
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