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Feuille 7
Applications linéaires et matrices

Exercice 1.
Soit f:R*— R’ lapplication linéaire dont la matrice dans les base canonique de R* et R’ est

1 2 1 3
A=l1 1 2 1
1 -2 5 -5

1. Déterminer une base du noyau de f
2. Déterminer une base de I’image de [ .Quelestlerangde A ?

Exercice 2.
Déterminer le rang de la matrice
11211
A=2 11 11
11121
21111
Exercice 3.

Soit ,32(61,62,83) la base canonique de R® .

Soit u I’endomorphisme de R’ dont la matrice dans la base canonique est :

1 4 4
A=|-1 -3 -3
0 2 3
Soient a=e,—e,te, . b=2e —e,te; et c=2e,—2e,+e, troisvecteursde R’

1. Montrer que B':(a,b,cJ estune basede R® .

2. Déterminer la matrice de passage P de S a B .Calculer p' .
3. Déterminer la matrice R de u danslabase B .
4

a) Calculer P 'AP enfonctionde R
b) Calculer R*
c) En déduire les valeurs de A*" .

Exercice 4.
Soit p=(e;,e,,e;) labase canonique de R® .
Soit u une application linéaire de R®> dans R® définie par:
ule|=—3e+2e,~4e,
ule,|=e,—e,+2e,
ule;)=4e,—2e,+5e,
1. Déterminer la matrice de u dans la base canonique.
2. Montrer que E={x€R’ ulx|=x] estun sous-espace vectoriel de R’ .Montrer que la dimension
de E estletdonnerunvecteurnonnul a de E .
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3. Montrer que F={(x,,X,,x;)€ER’,—2x,+2x,+#3x,=0] est un sous-espace vectoriel de R’

Donner une base (b,c) de F .

Montrer que B':(a,b,u[b)) est une basede R® .
5. Montrerque E®F=R’ .
6. Déterminer la matrice R de u danslabase fB' .

Exercice 5.
Soit u I’endomorphisme de R® défini pour tout X =(x,,%,,x 3) par
ulx|=(—10x,+3X,+15x,, =2 x,+3 x5, —6 X, +2 X,+ 9 x,

1. Déterminer la matrice A de u dans labase canonique de R® .

Déterminer la dimension du noyau et de I’image de u . On donnera un vecteur directeur a de
ker(u|

3. A-t-on kerlu/®3(u/=R® ?
Déterminer un vecteur b tel que a=ulb|

5. Montrer que E_,= {x €R’,ulx| :—x} est un sous-espace vectoriel de  R® , déterminer un vecteur
directeur de E_;, quel’onnotera c¢

6. Montrer que B':(a, b,c] estunebasede R’

7. Déterminer lamatrice A de u danslabase B etdonner larelation reliant A et A

Exercice 6.
Soit BZ(el,ez,e3,e4) la base canonique de R* .
Soit f l'endomorphisme de R* dont la matrice par rapport a labase [ est:

-6 -3 0 6
A—| 6 3 0 -6
0 0 -3 3
0 0 0 0

Soit B'=(a,b,c,d) unefamillede R* définie par:

a=e,—e, , b=e,—e,—e, , c=2e,—2e,te,te, et d=—e +2e,
1. Montrerque B =(a,b,c,d) estunebasede R'

2. Calculer f(a) , f(b) , f(c) et f(d) etlesexprimerdanslabase B'=(a,b,c,d)

3. Déterminer la matrice de f danslabase [' .

Exercice 7.
Soit R,[X|={ay+a, X+a,X*,a,€R| I’espace des polynomes réels de degré au plus 2 et soit
B=(1,X,X’) labase canonique de RZ[X | ? On considére I’application
f5R2[X} - RZ[X}
P—(X+1|P’
1. Montrer que f est linéaire.
2. Montrer que la matrice A de f parrapportaux bases B et B est:

o O O
[
NN O

3. Montrer que B':(l,X+1,(X+1]2) estune base de R,[X]
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4. Trouver lamatrice B de f parrapportauxbases B et B’
5. Calculer A* , A’ et B* pourtout kEN .
6. Déterminer le rang de f
7. Trouver une base de I’image de f
8. Trouver une base de noyaude f
Exercice 8.

Soit u :RZ[X } - R[X } , Papplication définie pour tout polynome de RZ[X ] par :
ulP|=2P—X-1/P
Soit B:[l,X,XZ) la base canonique de R,[X| .

1. Montrer que u est un endomorphisme de RZ[X} .
2. Déterminer la matrice A de u dans f .
3. Déterminer le noyaude u .Onnotera P, un vecteur directeur du noyau.
4. Donner une base de I’imagede u .
5. Déterminer un polynéme P, tel que u(P,|=P,
6. Montrer que B':(:I,Pl,Pz) est une base de RZ[X} .
7. Déterminer la matrice D de u danslabase B .
Exercice 9.

Soit f:R,|X|- R[X| définie par f(P|=P—(X-2|P

Montrer que f est une application linéaire

Montrer que f est un endomorphisme de R, [X] .
Déterminer le noyau et I’image de f

Déterminer la matrice de f dans la base (1, X, x? .
Montrer que B':(l,X—Z, [X—2)2) est une base de RZ[X] .

Déterminer la matrice de passage P de B a B .Calculer p'

A A e

Quelle est la matrice de f danslabase B .

Exercice 10.
Soit u:R,[X|-R[X| une application définie pour tout P€ R,[X] par
ulP|=P+(1-X|P'+2P"
Onappelle P,=1-X,P,=1 et P,=1+2X-X"
Onappelle f=(1,X,X?| labase canoniquede R,X| et B'=[P,,P,,P,
1. Montrer que u est une application linéaire.
Montrer que u est un endomorphisme de R, [X} .
Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.
Montrer que S est une base de RJX ] .

L

Déterminer la matrice D de u danslabase B .

Exercice 11.
Soit B=le,,e,, 63,64) la base canonique de  R*
Soit u un endomorphisme de R* dontla matrice dans labase B est:



2 -1 0 1
A=l 1 0 0 1
0 0 1 0
-3 1 0 =2

1. Déterminer un vecteur a qui engendre le noyaude u .
2. Soit A€R .Montrer que E,= {x €R*,ulx|= )\x} est un sous-espace vectoriel de  R*
3. Trouver un vecteur directeur b de E_, .Déterminer une base |(c,d] de E, .
4. Montrer que 3':(a, b,c,d| estunebasede R*
5. Déterminer la matrice de u dans labase B .

Exercice 12.
Soit B=(e,,e,,es,e,) labase canonique de R*
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est :

-1 2 -2 -2
-2 3 -2 -2
A=Matglu|=
= 5
0 0 0 1
Onpose a,=e +2e,+3e;—2e, |, a,=e,+e; , a,=e +3e,+5e;—3e, et C=—e,—e,—e;

Onpose F=Vect(a,,a,,a,)
1. Montrer que f3 ':(al,a2 ,a;,c) estunebasede R* etdonnerlamatrice P depassagede B a
B
2. Déterminer la matrice D de u danslabase f'
3. Montrer que pour tout Xx€F , ul(x]EF endéduireque v:F —F définie par v|x|=u(x) est
un endomorphisme de F , déterminer la matrice de v dans la base Ba=(al, az,a3)
Montrer que R*=F & Vect(c)
5. Montrer que pour tout x € R* il existe un unique couple de vecteurs |f, g/€EF xVect(c) tels que :
x=f+g ,calculer u(x) .

Exercice 13.
Soit B=(e;,e,e;) labase canonique de R’ .On considére I’application linéaire f définie par
f(e1)=2e2+3e3; ]”(62’)2261—5e2—8e3;f(e3)=—e1+4e2+663
Onnote f*=fof .
1. Déterminer la matricede f dans f3
2. Montrer que E,=ker (f—id,:) etque N_,=ker ( f+id Rz) sont des sous-espaces vectoriels de
R .
3. Déterminer a , b deux vecteurs tels que E,=Vect la] et N _1=Vect(b, f (b)) . A-t-on
E,&6N_,=R> ?
Montrer que f'=|a,b,flb]| estunebasede R’ .
On appelle B':(a,b,f['b)) , quelle est la matrice de f dans B

Quelle est la matrice de  f*> dans S

Exercice 14.
Partie I
Soit g une application de R, X| dans R*> définie par :
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g|P|=(P(-1],P[1)|
1. Montrer que ¢ est une application linéaire.
2. Déterminer une base du noyau et déterminer I’image de ¢ .
Partie II

Soit h une application linéaire de R,[X| dans R* définie par :
h(P|=(P(-1],P(1)
3. Montrer que h est bijective.



