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Corrigé de la Fiche 1

Rappel : Soit E un espace vectoriel (réel ou complexe) de dimension finie n. Une forme bilinéaire
sur E est une application ¢ : E x E — R (ou C) satisfaisant :

— ¢(u,v1 +v2) = (u, v1) + d(u, v2),

— ¢(u1 + uz,v) = ¢(u1,v) + ¢(ug,v),

— QS()‘uv U) = AQS(U,U),

— ¢(u, pv) = pé(u,v).
Autrement dit, pour tout u vecteur de F, les applications ' — R, v — ¢(u,v) et v — ¢(v,u) sont des
applications linéaires.

Sion connait une base (e1, ..., e,) de F, alors une application bilinéaire ¢ est entierement déterminée
par les valeurs des éléments

d(ei,ej)pour 1 <i<n,1<j<n.

On appelle matrice de la forme bilinéaire ¢ dans la base B := (eq,...,e,) la matrice carrée de taille
n définie par
pler,e1) oler,e2) ... dler,en)

Mg — qﬁ(eg',el) (f)(62.,62) (;5(62',671)

)

Plen,e1) dlensea) ... @len,en)
Autrement dit, I'entrée en ligne i et colonne j de cette matrice est ¢(e;, e;).

Ensuite, pour x et y des vecteurs quelconques de F, on a alors

n

Y2
='XM,pY

Pz, y) = (z1 @2 ... m) Myp
Yn
ou X est le vecteur colonne donnant les coefficients de la décomposition de x dans la base B, idem
pour Y avec y.

Exercice 1 S oit E = R? avec la base canonique e; = (1,0) et e = (0,1). On définit une forme
bilinéaire 3 par la formule 3((a,b), (a’,b")) = aa’ + 2ab’ + 4a’b + 5bV’.

1. Ona ¢((1,0),(1,0)) =1 x1+4+2x1x04+4x1x04+5x0x0=1.
De méme, 6((1,0), (0,1)) = 2, ((0,1), (1,0)) = 4, $((0,1), (0,1)) = 5. D’out

1 2
o= (1 2)

2.(a) On a

B(fi,fi)=(1 1) < ) G) B(fi,f2) = (1 1) (411 g) <_11> = -2,
st =1 -1) (] 3) G) st =0 -1) ( 3) (1) =0

Autre méthode : ﬁ(fl,fl) ,6 61 + e9,e1 + 62) = ,3(61,61) + ,3(61,62) + ,8(62,61) +
Blea,ea) =1+2+4+45=12.



(b) La matrice de passage de la base (e1,e3) est donnée par

()

(on écrit sur la lére colonne la décomposition de f; dans la base (e, e2) et dans la 2eme
colonne la décomposition de f3). On a alors

‘ 1 1 1 2 1 1 12 -2
per= (0 4) (G0 4) =8 F)

(c) Rappel : L’espace vectoriel M,,(R) des matrices carrées de taille n se décompose en somme
directe de I'espaces des matrices symétriques (cad telles que A = 'A) et des matrices anti-
symétriques (cad telles que A = —'A). La décomposition d’une matrice A quelconque est
donnée par

A+tA A-tA

= 4 .

2 2

On constate facilement que le premier terme est symétrique (puisque {(*fA) = A) et le

deuxieme est antisymétrique.

A

La décomposition de M est alors donnée par

1 3 0 —1
M=
Si on veut écrire 3 sous la forme Bsym + Basym 01 Bsym est une forme bilinéaire symétrique
et Basym est antisymétrique, alors

/Bsym(xel + yea, xlel + y/€2) = xw,ﬂsym(elv 61) + xylﬁsym(eh 62) + yxlﬁsym(e% 61) + yy/ﬂsym(e% 62)
= a2’ + 3zy’ + 3y’ + 5y’

Autrement dit : Beym ((z,y), (¢, ") = z2’ + 32y’ + 3yz’ + Syy’, et on vérifie que c’est bien
symétrique car on obtient la méme chose si on échange (z,y) et (2/,y').

De méme, on obtient que Busym((z,y), (2',y")) = —xy’ + ya’. On vérifie alors aussi que
Boym (2, 9), (2',9") + Basym (@, y), (2", y')) = za’ + 3ay’ + 3ya’ + byy’ — zy’ + ya' = za’ +
2xy’ + 4y’ + Syy'.

Exercice 2 (Changement de base R3 — R3.) Soit £ = R? avec la base canonique (ey, ea, e3). On
définit une forme bilinéaire ¢ : ¥ x ' — R par

o((z1, 72, 73), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + 272y + 333

On vérifie alors :
d(e1,e1) = 1,0(e2,e2) =2, d(es, e3) = 3
et ¢(ej,e;) =0si 1 < j<3etisj. Doncla matrice de ¢ dans la base canonique est

1 00
M=\|0 2 0
0 0 3

Soit B une base formée de vecteurs hy = e1 +eg + e3,ho = e1 + ey —e3,hg = €1 —ea — €3.



10 0\ /1 100\ /1
¢p(hi,hi)=(1 1 1)(0 2 0| |1] =6, ¢(hi,he)=(1 1 1){0 2 0] | 1 | =0,
003/ \1 00 3/ \-1
100\ /1 10 0\ /1
¢(hi,hg)=(1 1 1) 10 2 0| (-1|=—4, o¢(hg,hi)=(1 1 =1)(0 2 0f |1]| =
00 3/ \-1 00 3/ \1
100\ /1 100\ /1
¢(ha,ho)=(1 1 —1)({0 2 0 1 | =6, o¢(ho,h3)=(1 1 =1){0 2 0| |-1|=
00 3/ \-1 00 3/ \-1
10 0\ /1 100\ /1
¢(hs,h1)=(1 =1 —=1)(0 2 0] (1] =-4, ¢(hs,he)=(1 -1 —1)(0 2 0 1
00 3/ \1 00 3/ \-1
100\ /1
¢(hs,hg)=(1 -1 —-1)|0 2 0] [-1|=6
00 3/ \-1

Donc la matrice de ¢ dans la base canonique est donnée par

6 0 —4
Myp=10 6 2
—4 2 6

2. Soit C' la matrice de passage de la base canonique vers la base B, alors on a

1 1 1
cC=11 1 -1
1 -1 -1
et on obtient alors
6 0 —4
M¢7B:tCMC’: 0 6 2
-4 2 6

Exercice 3 (Matrice orthogonale) Soit E un espace réel de dimension fini n et B, = {e;} et By =
{fi}, i€ {1,--- ,n} deux bases de cet espace. Soit C' la matrice de passage de B, vers By.

1. Rappel de cours : Si ¢ : E — E est une application linéaire, alors on a
M5, (¢) = P~ Mz, (¢)P

ou Mp,(¢) et Mp,(¢) sont les matrices de 'endomorphisme ¢ dans les bases B et By respec-
tivement, et P est la matrice de passage de la base B, vers la base By.
Autrement dit, avec les notations de I’énoncé, on a alors

A'=cCctAc.
2. Rappel de cours : Si f: E x E — R est une application bilinéaire, alors on a
M5, = ‘PMp 5, P

ou Mg, et Mg, sont les matrices de 'endomorphisme ¢ dans les bases B et By respective-
ment, et P est la matrice de passage de la base B, vers la base By.

Autrement dit, avec les notations de I’énoncé, on a alors

A" ='CAC.



3. Si on suppose que C'C = I, alors par unicité de I'inverse d’une matrice carrée inversible, on a
alors 'C = O~! et également ‘CC = I. Donc

tCAC = C71AC, autrement dit A’ = A”.

Soit
€11 €12 ... Cinp 1,1 €21 --- Cpl
62’1 0272 te CQ,TL t 61,2 62,2 e CTL,Z
C = . . . . et alors 'C = .
CTL,l Cn’2 ce C?’L,TL Cl,n C’n,2 e c?’L,TL

et on suppose que C~1 = C.
(a) On a vu qu'on a !CC = I, d’on

1,1 €21 ... Cn,1 11 €12 ... Cln 1 0 0
12 C22 ... Cn,2 0271 0272 e C2n 0 1 0
Clm Cpn2 --- Cnn Cnl Cn2 ... Cpn 00 ... 1

a. Ainsi, pour 1 <i < n, si on regarde le coefficient en ligne i et colonne 4, on a 1 a droite,
2 2 2 N PN 5z oy 7
et c1; + 5, + -+ ¢, ,; a gauche, d’ou I'égalité.

b. De méme, si on prend 1 < i # j <n, on a alors 0 a droite et 1 ;¢1 j+ 224+ CpiCn j
a gauche, d’ou la deuxieme égalité.

c. Fixons 1 <1 < n, d’apres la question a., on a cii + c%i 4+ 4 cfw- = 1 donc, chacun des
’ oy ’ . . 2
termes étant positif, on en déduit que pour tout 1 < j <n, on a Cii <1, et donc \cﬂl <1
(b) Rappelons que le produit scalaire usuel sur R™ est défini par ¢((x1,...,2n), (Y1,-.-,Yn)) =
T1Y1 + - - - + Thyn, et on appelle norme euclidienne la norme associée a ce produit scalaire,
n

définie par ||z|| == ¢(z,2) = > x2.
i=1

Nous venons ainsi de montrer que pour tout 1 < i < n, ||¢;|| =1 et pour tous 1 <i,j <n
avec i # j, alors ¢(ci,c;) = 0. Autrement dit, les vecteurs (¢;) sont orthonormés par
rapport a ¢, c’est a dire que ils sont deux a deux orthogonaux et chacun est de norme 1.

(c) En regardant non pas le produit ‘CC = I comme ci-dessus mais C*C' = I, on obtient
exactement les mémes conditions que a. et b. pour les vecteurs (d;).

Rappel : Un produit scalaire d’un espace vectoriel £ est une forme bilinéaire ¢ : £ x E — R
satisfaisant les propriétés supplémentaires :

— ¢ est symétrique, cad ¢(x,y) = ¢(y,z) pour tous =,y de E.

— ¢ est définie positive, cad ¢(z,z) = 0 implique z = 0 et ¢(x,x) > 0 pour tout = # 0.

Exercice 4 (Produit scalaire : exemples élémentaires)
1. Les formes suivantes sont-elles des produits scalaires ?
(a) L’application (3 : R?xR? — R qui au couple de vecteurs (u,u') associe xz' +yy' +zy +yz’
siu=(x,y) et v’ = (2/,y") dans une base fizée.
La premiere chose a vérifier en général est que la forme donnée est bien bilinéaire. Ici, on

vérifie facilement que c’est le cas (en pratique, lorsqu’on a juste des termes ‘linéaires’ ot on
multiplie les coefficients entre eux, sans carrés et sans termes constants ce sera bilinéaire).

Ensuite, on s’intéresser au coté symétrique, et défini positif. Ici, 5 est symétrique car

B2, y), (,y) =2'z+y'y+2'y+ ¢z =z’ +yy +ay +yz' = B((z,y), (", y)),



cad on obtient le méme résultat si on permute = et 2/, et y et v/. En revanche, ce ne sera
pas un produit scalaire car on vérifie que 8 n’est pas définie. En effet, pour z,y € F, on

a
B((x,y), (z,9)) = 2* + y* + 22y = (z + y)?,

Mais si on prend x = —y, par exemple (z,y) = (1,—1), on a alors B(x,y) = 0 alors que

(z,y) # (0,0).

(b) L’application 3 : R?2xR? — R qui au couple de vecteurs (u,u’) associe 2xx’ + 3yy’ + 2xy’ +
22’y siu=(x,y) et = (2',y) dans une base fizée.
On devrait tout d’abord également vérifier que 8 est bien bilinéaire, ce qui est le cas car
comme ci-dessus nous avons que des termes linéaires. La symétrie est également vérifiée car
si on échange x et 2/, et y et y/, les deux premiers termes de B((2,y), (z,y)) restent les
mémes, et les deux suivants sont échangés.

Pour le coté défini, considérons (z,y) € R? tel que B((z,y), (z,y)) = 0. On a alors
222 + 3y  +day = 0= 2z +9)2 + 42 = 0.

Par somme de termes positifs, on en déduit que chacun des carrés ci-dessus doit étre égal
a0,dounty=0etx+y=0,cequiimplique x =y = 0, donc B est bien définie. L’écriture
ci-dessus nous montre également que [ est définie positive, puisque si (x,y) # 0, alors on a
soit y2 > 0, soit 2(x + y)? > 0. Donc 8 est un produit scalaire.

(c) Soient a,b € R tels que a < b et soit E ’espace des fonctions continues f : [a,b] — R. On

définit B: Ex E — R par 8(f,g) = f: f)g(t)de.
b b b
Par linéarité de l'intégrale sur un intervalle de R ([ Af(¢) + g(¢)dt = X [ f(t)dt + [ g(¢)dt),

a
on montre que cette application est bien bilinéaire. Pour la symétrie, on a

b b
/ F(H)g(t)dt = / (O f (D)t

Pour une fonction f continue sur [a,b], on a

b
B(f, f)=0= /fQ(t)dt =0.

Or t : [a,b] = f2(t) est positive sur [a,b] et d’intégrale nulle, d’otl (propriété classique sur
les intégrales sur des intervalles de R) f? est la fonction nulle, et f est la fonction nulle.

De méme, si f est une fonction non nulle,

b
/fQ(t)dt >0

puisque cette intégrale mesure ’aire entre les axes x = a, x = b, 'axe des abscisses et la
courbe représentative de f, qui est au dessus de I’axe des abscisses puisque f2(t) > 0 pour
tout ¢ € [a,b], et I'aire n’est pas nulle puisque f n’est pas identiquement nulle. Donc 3 est
un produit scalaire.
2. Quelles sont les conditions sur a,b € R pour que Uapplication 5 : R2 x R?2 — R définie par

B(z,y), (2',y)) = axz’ + 2bxy’ + 2bx’y + byy’ soit un produit scalaire.

On constate que pour tous a,b € R, la forme S sera bien bilinéaire. Par ailleurs, elle est bien

symétrique puisqu’on a le méme coeflficient 2b devant les termes ‘croisés’, ainsi

B((@',y), (x,9)) = B((z,y). (', y)) pour tous (z,y), (z',y) € R



Cherchons pour quelles valeurs de a et b elle est définie. Soit (z,y) € R?, on a
B((z,y), (z,y)) = az® + 4bxy + by*.

Supposons b = 0, alors B((z,y), (z,y)) = 0 = ax? = 0 pour tous (z,y) € R%, d’'otta = 0 et 3
est I'application nulle. Si b # 0, alors

Bl ), (@) = b (v + day + 70%) = b (g +20) + (§ = 4) 2?) = b(y +22)* + (a — 4b)a”

On remarque alors que si b > 0 et a — 4b > 0, alors on a
B((w,y), (,9)) = 0 = bly+22)2 = Ot (a — 4b)a® = 0

en tant que somme de deux termes positifs, donc x = 0 et par suite y = 0. Réciproquement,
si on veut que 3 soit définie positive il faut que pour tout couple (x,y) € R? — {(0,0)}, on ait
B((x,y), (x,y)) > 0. Or si on prend par exemple (0,1), on obtient 3((0,1),(0,1)) = by? donc
on doit avoir b > 0. De méme, si on prend y = —2x pour un x € R, alors

B(x, —2z) = (a — 4b)z?

d’ou on doit avoir a — 4b > 0. Les conditions sont donc b > 0 et a — 4b > 0.

3. On notera V les nombres complezes que 'on verra comme un R-espace vectoriel. Vérifier que
b:V xV — R qui a chaque paire de nombres complezes (c, ) associe Re(a3) est un produit
scalaire.

Rappelons que C peut étre vu comme un R-espace vectoriel de dimension 2, avec par exemple
pour base (1,14), puisque tout nombre complexe se décompose de maniére unique sous la forme
z = a+ib avec a = Re(z) et b = Im(z).
On vérifie que S est bien bilinéaire, par linéarité de I'application z — Re(z). Elle est symétrique :
soit o = oy + i et 8 = By + ifPs, alors

aff = (a1 +ice)(f1 —if2) = (11 + aof2) + i(azf — aif)

de sorte que b(«, 5) = o101 + agfa = Re(a)Re(B) + Im(a)Im(B), ce qui est symétrique si on
échange «a et 5. De plus, si a = a1 + tas € C, nous venons de voir que

b(a,a) = af + aj,

et ceci est strictement positif sauf si a3 = as = 0, autrement dit o = 0. Donc b est définie
positive, et c’est un produit scalaire.

Exercice 5 (D’autres exemples, orthogonalité)
1. On vérifie que cette application est bien bilinéaire puisque

n

> (AP(k) + R(k)Q(k) = XY P(k)Q(k) + > R(k)Q(k)
k=0

k=0

et idem pour la linéarité en le deuxieme polynéme. Elle est symétrique car on peut échanger P
et @ et on obtiendrait le méme résultat. Soit P € R,[X], on a

¢(P,P) = P(k)
k=0

Cette somme est positive, et nulle si et seulement si P?(k) = 0 pour tout 0 < k < n, et alors
P(k) = 0. Ceci implique que P admet pour racines réelles les (n + 1) entiers 0,1,2,...,n. Or



P étant de degré inférieur ou égal a n, ceci est impossible sauf si P est le polynéme nul. Donc
¢ est bien définie positive.
Considérons la base canonique (1, X, X2, ..., X") de R,[X]. Soit 4,5 € {0,...,n}, alors

(X7, X7) ZX”” ):iki“ >0

donc la base canonique n’est pas orthogonale pour ce produit scalaire.

2. On vérifie que cette application est bien bilinéaire par linéarité de 'application trace, comme
ci-dessus. Elle est symétrique de par la propriété que Tr(A) = Tr(*A) pour toute matrice carrée
A, do

Y(B,A) = Tr(*BA) = Tr(*(*BA)) = Tr(*AB).

Si A est une matrice de M,,(R) de coefficients (a; j)1<i, j<n, On a alors
2
Z @i
1<4,5<n

ce qui est strictement positif sauf si tous les a;; sont nuls autrement dit si A = 0. D’ou1 1 est
définie positive.

On considere la base canonique de M,,(R) donnée par les matrices E; ; pour 1 < i,j < n, ou
E; ; est donnée par la matrice admettant un 1 en ligne 7 et colonne j, et des 0 partout ailleurs.
On a par ailleurs tEivj = F;;, et on vérifie que si ¢ # j, alors F;;F; ; =0 et E;;F;; = FE;; d’'ou

V(E;j, Eij) =0et (B, Eig) =1

(puisqu’on a un seul 1 qui apparait sur la diagonale en ligne i et colonne i), donc la base
canonique est orthogonale pour le produit scalaire .

3. On note E = C([—1;1];R) et on consideére 'application définie par
Vf,g € FE, / f(t)g(t)(1 —t*)dt.

On vérifie que cette application est bien bilinéaire par linéarité de 'intégrale sur [—1, 1], comme
ci-dessus, et symétrique car on obtient le méme résultat en échangeant les réles de f et g. Soit

feC(-1;1;R), alors X
- [ fPon- e
-1

Or I'application t € [—1,1] — f2(t)(1 — t?) est positive sur [—1,1], et identiquement nulle si et
seulement si f est la fonction nulle sur [—1,1]. Ainsi, par un argument similaire a la question
(c) de Exercice 4, on obtient que b est définie positive, et c’est donc un produit scalaire.

Pour la question supplémentaire, qu’est ce que la base canonique de C([—1;1];R) ? Cela n’a pas
de sens! L’espace vectoriel C([—1;1];R) n’est pas de dimension finie.

Exercice 6 (Cauchy-Schwarz) En utilisant inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer pour tout
b
feC([a;b],R) on a </ |f(t |dt> <(b- a)/ f(t)2dt. Préciser le cas d’égalité.

Rappel (Inégalité de Cauchy-Schwarz) : Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire ¢ : £ x F — R. Alors pour tous z,y € F, I'inégalité suivante est vérifiée :

|6z, y)| < Vo(z,2) x /oy, y)

De plus, il y a égalité si et seulement si z et y sont colinéaires, c’est a dire si il existe A € R tel que
T =\y.




Nous avons montré en question (c) de I'Exercice 4 que I'application 3 : C([a; b];R) x C([a; 0];R) — R
définie par 5(f,g) = f: f(t)g(t)dt est un produit scalaire. On va appliquer I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour ce produit scalaire avec les fonctions ¢ — |f(t)| et la fonction constante égale a 1 : pour

feC(la;b;R), on a ) 2 b ?
([ wna) = ([ ironoa)

ou 1: [a,b] — R est la fonction constante égale a 1, et donc en utilisant Cauchy-Schwarz :

(/ab|f(t)]1(t)dt>2 < </ab f2(t)dt> (/ab12(t)dt>

or [P12(t)dt = [*1dt = b — a, d'ot I'inégalité,
De plus, on a égalité si et seulement si f et 1 sont colinéaires, autrement dit si |f(¢)| = AL(t) = A
pour tout t € [a,b] et A € RT, c’est a dire si f est constante puisque f est continue.

Exercice 7 (Cauchy-Schwarz) Soient A et B deux matrices n X n symétriques. En choisissant un
produit scalaire sur Uespace des matrices n x n montrer que (tr(AB + BA))* < 4trA? . trB2.
L’énoncé suggere de considérer I’application ¢ : S, (R) x S, (R) — R définie par
¢(A,B) = Tr(AB + BA)
(ou S,,(R) est 'ensemble des matrices carrées de taille n symétriques). On vérifie que c’est bien une

forme bilinéaire par linéarité de ’application trace, et elle est symétrique car ¢(B, A) = Tr(BA+AB) =
Tr(AB + BA). De plus, si A € S,,(R), alors

(A, A) = Tr(24%) = 2Tr(A?) = 2Tr(*AA)

ou on obtient la derniere égalité puisque A est symétrique. Or, puisqu’on sait que I'application 1 :
My (R) x M, (R) — R définie par ¢(A, B) = Tr(*AB) est un produit scalaire (cf question 2 Exercice
5), on en déduit de méme que ¢ est définie positive, et est donc un produit scalaire. En appliquant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient alors

Tr(AB + BA)? < Tr(242)Tr(2B?) = 4Tr(A*)Tr(B?).

Exercice 8 (Caractérisation d’un produit scalaire)

1. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel. On note || - || la norme associée a ce produit scalaire

c’est a dire ||z|| := /(z,x).
Montrons les trois formules dans l'ordre : pour z,y € E, on va partir de I’expression avec les
normes et arriver a l’expression (z,y).

L4yl — e —yl?) = (@t vz +9) — @ —y,2— )

4
= (e, 3) 4 9+ (7)) — () — (o9) — {9,3) — (,))
= (20e) +25,2) = 7 % 4ap) = {2,0).

puisque (-, ) est un produit scalaire, donc est symétrique.

S+ 3l = 2l = Iyl = S (G 4y, + ) — (.2 — (y,)

- %«x,@ +2(x,y) + (y, ) — (2,2) — (y,9)

= (z,y).



S21? + Iyl = llz = yl*) = 5 (6,3} + (o) — {2 — 9,2 — )

:%«%@+4%w—«@ﬂ»—ﬂaw+w%w»
= (z,y).

Pour l'identité du parallélogramme, on a pour z,y € F,

lz+yl* +llz—yl* = (@ +y,x+y)+ (@ —y,z—y) = (z,2) + 2z, 9) + (1, y) + (¥, 2) — 2(z,y) + (y,9)
= 2(z,z) + 2(y,y) = 2(||z[|* + ylI*)

2. Soit E un R-espace vectoriel muni d’une norme || - || vérifiant l’identité du parallélogramme.
1
Pour tout (x,y) € E?, on pose p(x,y) = 7 ([lz + yl* = llz — y[*) .

(a) Soit z,y € E, on a

(lz+ol? =l = @ =I?) = 5 (lz+yl* = = = yl*) = ¢(z,y)

=
N

1
oy, x) = (ly+2|* = lly — 2|*) =

(2] = o — =]]?) =

| =

puisque par propriété d’une norme, on a ||—z|| = ||z||. De plus, ¢(z, z) =
1(@]z]?) = [l=]*.
(b) Ici, on ne peut utiliser que la définition de ¢, et I'identité du parallélogramme, et pas le fait

que || - || soit une norme issue d’un produit scalaire, d’ou le fait qu’on ne puisse pas calculer
avec les (-,-) comme en question 1, et qu’on doive utiliser I'indication. Soit z,y € E, on a

lz + 2417 + ll2]* = Iz + ) + yl* + (= +y) — yl?

et on va alors utiliser I'identité du parallélogramme ||z’ +3/||? + ||z’ —¥'[|* = 2(]|2'||> + ||¥||?)
avec 7' = x +y et ¢y = y. On obtient :

lz + 2yl + ll2l* = 2(l= + ylI* + lly[I*)

et idem en 'appliquant avec 2/ = x — y et y” = y, on obtient

= 22 + o = 2012 — ) + 1y))

d’ou
ol 25) = 7 (o + 2P ~ 1z~ 291P)
= 3 (ke +ylP + 1) = 1221 = (2 — ol + lyl?) ~ 12]%])
=2 4 (Il + 9l = llo = ) = 20(z,).



(c) Soient x,y,z € E, on a
1 1
ple,2) = 7 (le+ ylI> =l — 2|*) = gCllz+ z))* = 2|z — 2)1?)

1
= S @llz + 2l + 2lyll* = @lle = 21" + 2[1ylI*))

1

53 (le+y+zlP+llz—y+2> = (lz+y—21*+ |z —y — 2[*))
1

=3 (le+y+2P=llz+y—z*] + [l —y+2I* = |z —y — 2[%])
1

=3 (p(z+y,2) +o(r—y,2))

ou (x) utilise I'identité du parallélogramme sur les deux termes. On a alors

rT+y x—yY rT+y x—Y
Pz, 2) +oy,2) = o5~ + 7 2) +ol—5— = —7)
r+y
= 2p(—5~.2) = ¢l +9,72)

ou 'avant-derniere égalité utilise ce qu’on vient de montrer juste au-dessus, et la derniere
égalité utilise le résultat de la question (b).

(d) Montrer que pour tout A € N, pour tous z,y € E, p(Ax,y) = Ap(x,y). Procédons par
récurrence sur A € N. Si A = 0, on a 0 a droite, et ¢(0,y) = 1 (|ly[*> = | —yl?) =0 a
gauche.

Supposons que ’on ait montré ’égalité pour un certain A € N, alors

P((A+ Dz, y) = oAz, y) + p(z,y) = Ap(2,y) + (7, y) = (A + Dp(z,y).

Etendons ce résultat :
— pour A € Z : si A est positif, c’est vrai. Supposons donc A entier négatif, alors —\ € Z
et alors
e(Az,y) + p(=Az,y) = ¢(0,y) =0

et donc p(A\z) = —p(—Az,y) = A\p(x,y) puisque —\ € N.
— pour X\ € Q : soit (p,q) € Z x N* tels que A = g. Alors p(A\z,y) = go(%x,y) = pcp(%a:,y)
puisque p € Z. Or on a :

1 1
o(z,y) = ¢(q % prd y) = qw(gw,y)

et donc go(%x,y) = %go(a:,y) ce qui implique que @(gm,y) = %p(ac,y).

— pour X € R : on sait que Q est dense dans R, c’est a dire qu’il existe une suite (A, )nen
d’éléments de Q qui converge vers A. On sait alors que pour tout n € N, on a p(A\p,z,y) =
Ane(z,y). On a alors

oAz, y) = ¢ (nh_ggo A, y) = lim oAz, y) = Jim. Az, y) = Ap(x,y).

On peut sortir le symbole limite de ¢ puisque application (-, y) : (E, |- ||) = (R,]-])
est continue en tant que somme des fonctions z € E + 1llz+y|? et 2 € E — —1[|lz—y|?
qui sont continues.

(e) Nous venons de montrer que si || - || est une norme vérifiant I'identité du parallélogramme,
alors I’application ¢ : £ x £ — R définie par

$(z,y) = 7 (lz +yl? =l - yl?)

e
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est bilinéaire, symétrique, et définie positive puisque ¢(x,z) = %HZ’L’HQ >0et ¢(x,z) =0=

|22]|? = 0 donc nécessairement x = 0 puisque | - || est une norme. Donc ¢ est un produit
scalaire sur E. On a de plus ||z|| = \/¢(z, ), donc || - || est la norme induite par le produit
scalaire ¢.

3. Nous venons de voir que pour que cette norme soit associée a un produit scalaire, il suffit de
vérifier si elle vérifie 'identité du parallélogramme ou non. Soit || - [|1 la norme sur R? définie
par ||(x1,z2)||1 = |z1| + |72|. Soient x = (x1,22) et y = (y1,%2) des vecteurs de R?. Alors on a

lz + ylf + o = yllF = (Jo1 +y1] + |22 + 32D + (l21 = 1| + |22 = 92])°

et
I)1F + lyllf = (1] + z2)? + (Jya| + [ya])?

Or il n’y a aucune raison pour que les deux quantités ci-dessus soient égales : par exemple si
x=(1,1) et y=(—1,0), on a

lz+ylf+ e —ylf =149 et [z} +lylf =4+1.

Donc || - ||1 n’est pas associée & un produit scalaire.

Rappel : produits scalaires hermitiens. On considére un C-espace vectoriel et une application
w: Ex FE — C. On dit que ¢ est une forme hermitienne si :
—  est linéaire selon la deuxieme variable, c’est a dire pour tout y € FE, 'application © € F +—
¢(z,y) est une application linéaire de E dans C.
—  est sesquilinéaire selon la premiere variable, c’est a dire pour tout A € C, z1,x2,y dans E
alors

oAz + 22, y) = Ap(w1,y) + o(32,9).

— De plus, pour tous z,y € E, on a ¢(z,y) = ¢(y, x).
Un produit scalaire ¢ sur E est une forme hermitienne sur E satisfaisant en plus :
—  est définie, c’est a dire
o(r,z) =0=2=0.

— ¢ est positive, c’est a dire p(z,z) > 0. Ceci a du sens puisque, comme ¢(x,z) = ¢(z,z), la
quantité p(z, z) est réelle pour tout = € E.

Exercice 9 (Produits scalaires complexes, les matrices)
1. Considérons l'application ( , ) : M, (C)? — C définie par (A, B) = Tr(*A - B).

Pour le premier exemple, vérifions en détails que c¢’est une forme hermitienne. Soient A, A’, B, B’ €
M, (C), \,peC.On a:

(A,uB + By = Tr("A(uB + B")) = uTr(*AB) + Tr(*AB’),
(M+A",B) = Tr(*(MA+ A, B) = Tr(*(AA+A")), B) = Tr((\'A+A)B) = NTr(*AB)+Tr(*A'B)

De plus, si A est une matrice de M,,(C) de coefficients a; ; = x; ; + iy; j, on a alors

TI‘(Z) = zn:@ = imm — iyi,i = (zn: 56,571') —1 (i yi,i) = TI“(A)
i=1 =1 i=1 =1

On a alors par conséquent

Tr(*BA) 5 Tr(tBA) = Tr(!BA) 5 Tr(*AB)
1 2

ou (1) utilise le fait que A=A, donc'BA="'BAet (2) utilise le fait que la trace est invariante
en prenant la transposée, et {(!BA) = 'AB.
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2. Considérons A = (ai;)1<ij<n et B = (bij)1<ij<n- Alors "A = (a; ;) ol pour tout 1 <i,j <mn,

/ —_ . ti . .
on a a; ; = aj;. Notons C' = (¢;,5) la matrice *AB, alors pour tout 1 <4,j <n, on a
/
Ci’j = Z aiakbk7j = Z ak7ibk7j
1<k<n 1<k<n
d’ou
t™A R
(A,B) =Tr(*AB) = E Cij = E E i - bki
1<i<n 1<i<n 1<k<n

Exercice 10 (Produits scalaires complexes, les polynémes) Soit ¢ : C[X]? — C définie par :

o(P,Q) = 5 / " POt

—Tr

Rappelons tout d’abord que pour calculer I'intégrale sur un intervalle de R d’une fonction a valeurs
complexes f, on décompose f(t) en sa partie réelle et sa partie imaginaire, et on calcule ensuite
I'intégrale des deux parties, autrement dit :

/ F(t)dt = / Re(f(t))dt + i /b (£ ()t

On observe alors que pour toute fonction f continue, on a

/bf(t)dt: /bf(t)dt

1. Considérons des polynomes P,P',Q et Q' de C[X], et A, u des scalaires de C. Alors

so(P,qu):l/w P (uQ + Q) ()t

2 J_,
_ u% Pt + % PEQ()dt = ue(P.Q) + (P, Q).

0P+ PLQ) = o [ TPF PIEQ(e)dr

1 [T ——= 1

<o [ e+ o [ P =Xe(P.Q)+ ¢(P.Q)

d’ou la sesquilinéarité, et

QP = 5 [ Qe = o [ Qe P = PG

2 J_, 27

De plus, pour P € C[X], on a

’7T s
o(P,P) = — / Ple) P(e)dt — 1/ |P(e)2dt
o 2 J_,
ce qui est I'intégrale d’une fonction réelle, positive sur 'intervalle [—7, 7], donc elle est positive
et nulle si et seulement si la fonction est identiquement nulle, c’est & dire P(e®) = 0 pour tout
t € [—m, x|, ce qui implique P = 0 autrement il admettrait une infinité de racines. Donc ¢ est

définie positive.
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2. La base canonique de C[X] est donné par (1, X, X2, ...), autrement dit tous les X" pour n € N.
Soient n,m € N, on a
L [T it L [T it imt L[ im—n)t
Xnszi 1t\n Zmdt:f —in Zmdt:f 1(m—n dt
pxn,xm) = oo [T Gty = oo [C i = o [

—T —T

s
Ainsi, si m = n, on obtient % J 1dt =1, et si m # m, alors
—T

1 ™

21 x

elm=—mtqy — [— ei(m")t] S [(—1)min - (—1)nim] =0

m—-n m—-—n

car m —n et n —m ont la méme parité, donc (—1)™~" = (—1)"~". Donc la base canonique est
bien orthonormée.

Soient ag,...,ap—1 €ECet Q =ag+ a1 X + -+ a1 X" 1 + X"

3. Considérons Q = ag + a1 X + -+ + ap—1 X" 1 + X" pour ag, ...,a,—1 € C. On a alors

117 = v(Q,Q) = plap + a1 X + -+ a1 X" '+ X" ag+ a1 X + -+ a1 X"+ X™)

On pourrait tout développer ici, mais on peut avancer un peu plus vite. En effet, on a montré
a la question précédente que si i # j, alors ¢(X", X7) = 0, donc quand on va développer tous
les termes croisés vont donner 0, et il ne va rester que

Q11> = ¢(ao, ag) + p(a1 X,a1X) + -+ p(an—1 X", a1 X"1) + (X", X™)
= Jaol*¢(1,1) + |ar[*o(X, X) + -+ + |an—1Po(X" 71, X" 71 + o(X™, X™)
=lad|+ a1+ F |an_1|? +1

puisque p(X*, X*) = 1 pour tout i € N, et, par exemple, ©(ag, ag) = Goe(1,a0) = Ggape(1,1) =
|ao|*.

4. Soit M =sup{|Q(2)| ; z € C, |z| = 1}. On a alors |Q(z)| < M pour tout z € C tel que |z| = 1.
D’ou on en déduit :

QI = ¢(Q,Q) = % Qe Q(e)dt = 1/ |Q(e™)|?dt < 2i M2dt = M?

2T

T
-7 - T J—7

Or nous avons montré & la question précédente que le terme de gauche vaut |ag| + |a1|*> + - +
lan—1]? + 1, d’ott I'inégalité

la2| + a1+ - + |an_1|> +1 < M?

qui implique que M > 1 (puisque M est positif ou nul en tant que borne supérieure d’un
ensemble d’élements de R™).

Par ailleurs, si Q@ = X", on a |Q(z)| = |z"| = |2|" = 1 donc M = 1. Réciproquement, si M =1,
alors I'inégalité ci-dessus est une égalité, ce qui implique puisque tous les |a;|? sont positifs que
lag| = |ai] = -+ = |an—1| =0 et donc Q = X™.

Exercice 11 (Des complexes aux réels) Soit (E,( -,-)) un espace préhilbertien complexe. Soit
¢: E x E — R définie par p(z,y) = Re({(z,y)).

(-,) étant un produit scalaire, il vérifie les bonnes propriétés, c’est a dire linéarité a droite et
sesquilinéarité & gauche. Soient x,2’,y,y" € C et A\, u € R (on prend R car on veut étudier ¢ sur E en
tant que R-espace vectoriel). On a alors

p(Az+2',y) = Re((Az +2',y)) 5 Re(Mz,y) + (', y)) = ARe((z,y)) +Re((z',y)) = Ap(z, y) + ¢ (2, y)
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ou I'égalité (1) utilise que A est réel, donc A = X. On proceéde de méme pour la linéarité par rapport
a la deuxieme variable. Pour la symétrie, on a

p(y,z) = Re((y, 2)) = Re({z,y)) = Re((z,y))

ou la deuxieme inégalité utilise que (-,-) est un produit scalaire hermitien, et la troisieme utilise que
Re(z) = Re(Z) pour tout z € C.

Il reste & montrer que ¢ est définie positive : soit = € E, alors p(z, x) = Re({z, x)) = (x, z) puisque
(x,z) € R, et donc cette quantité est positive, et vaut 0 si et seulement si x = 0 puisque (-,-) est un
produit scalaire hermitien.

Exercice 12 (Produit scalaire, bases) Soient ay,...,a, € R, A = Diag(a,...,a,) € M,(R) et
© : Myux1(R)? — R I'application bilinéaire définie par p(X,Y) =!X-A.Y.

x1
T2
1. Soit X =| . | € M, 1(R). Alors
T,
a; O 0 T a1
(X, X) = ( ) R ( A
PLA, =\ z2 ... T =(x1 292 ...
"o o 0 8
0 0 Qg In AnIy,

2 2 2
= a1x] + a2xy + - + apxy,

Montrons que 'application est définie positive si a; > 0 pour tout 1 < ¢ < n. Si tous les q;
sont strictement positifs, on a bien ¢(X,X) > 0 pour tout X € M, 1(R) d’apres le calcul
précédent, et c’est nul si et seulement si tous les termes akx% sont nuls (puisqu’on ajoute des
termes positifs), c’est a dire si tous les z; sont nuls, i.e. X = 0. Réciproquement, supposons
qu’il existe j € [1,n] tel que a; < 0. Alors pour X = Ej; le vecteur admettant un 1 en jéme
ligne et des 0 ailleurs, on a (X, X) = a; > 0. Donc la forme n’est pas positive. Ainsi, pour
qu’elle soit définie positive, nous venons de montrer par ’absurde qu’il faut que tous les q;
soient > 0.

2. La base canonique de M,, 1(R) est donnée par les vecteurs Ej,1 comme ci-dessus, pour 1 <

Lj1
. . , . Lj,2 .. . . .
J < n. Donc si on écrit F; = ) ,onawxj; =0sii# jetx;; =1. Par ailleurs, on obtient
Ljn
quesi j#k:
A1T,1
a2Tk,2
e(Ej1, Bra) = (zj1 @2 -0 i) .
An Tk n

n
= § a;ixj;Tr; =0
i—1

puisque x;; # 0 si et seulement si 7 = j, mais on a alors x;; = 0 puisque i = j # k et donc
tous les termes de la somme sont nuls.

3. La base ci-dessus est orthogonale, mais elle n’est pas orthonormée. En effet, un calcul similaire
a la question précédente montre que

n
0(Bj1,Ejn) =Y airjizs; = a;
=1
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Donc pour obtenir une base orthonormée, il suffit de renormer‘ les vecteurs Ej; 1 en posant
1

——Eja

Vaj

ce qui est bien défini puisqu’on a supposé que a; > 0. En effet, on a alors

Fj =

1 1 1 1
FiF)=¢(—Ej,—FE;1 ) = —o(Ei, E =1

La base (Fy, Fs, ..., F,) est toujours orthogonale (on ne modifie pas que les produits scalaires
croisés sont 0 en multipliant par des scalaires), et tous ses vecteurs sont de norme 1.

Exercice 13 (Familles indépendantes infinies) On se place dans I'espace vectoriel E = C ([0; 1], R)
muni du produit scalaire usuel : Vf,g € E, ©(f,9g) fo t)dt. Pour tout n € N, on considere
Papplication hy, : t € [0; 1] — cos(27nt).

1. Soit n,m € N. On a

1
O(hp, h) = /0 cos(2mnt) cos(2mmt)dt
= /1 cos(2m(n + m)t) + cos(2m(n — m)t)dt
0

en utilisant l'identité de trigonométrie cos(a) cos(b) = 3 (cos(a + b) + cos(a — b)). Donc

1 1

sin(2mw(n — m)t)

(o) = [1 sin(2m(n + m)t)] + [%(n_m) )

27(n +m)

1 . :
= ———sin(2mn + 27m) + sin(27mn — 27m)

2(n+m) 2(n —m)
1 . . B
= omtn i) sin(0) + 3l —m) sin(0) =0

car sin est 2m-périodique. Donc la famille (h,) est orthogonale.

. Supposons que E est de dimension finie, notée n € N. Nous venons de trouver une famille
infinie (hy)nen d’applications qui sont orthogonales. Or, ces applications étant orthogonales,
elles forment une famille libre : en effet, supposons que 'on ait une combinaison linéaire

Xoho 4+ Mhi + - 4 Ahp + - =0

et montrons que tous les \; sont nécessairement égaux a 0.
Soit j € N : on a d'une part ¢(hj, \oho+Aihi+---+Xhy+...) = ©(hj,0) = 0 par hypothese.
D’autre part, en utilisant la bilinéarité, on obtient que

o(hj, Moho + My + -+ 4+ Al +...) = Nigp(hy, hi) = Ajo(hy, )
1€N

en utilisant 'orthogonalité que 'on vient de montrer. Donc on en déduit que Ajp(hj, hj) =0 en
combinant ces deux égalités. Mais, ¢ étant définie positive et h; n’étant pas la fonction nulle,
on a ¢(hj, hj) > 0 et donc on obtient A; = 0. Ceci étant vrai pour tout j € N, on a bien montré
que la famille (hy)nen est libre. On a donc une famille libre contenant une infinité d’éléments
dans un espace vectoriel de dimension finie n : ceci est impossible, et donc E est de dimension
infinie.
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