Sujet A

Question de cours : Soit f : [a,b[— R continue sur [a, b[. Que veut-dire que l'intégrale impropre

/b F(t)tat

est convergente, puis absolument convergente ? Quel est le lien entre les deux notions ? Bonus : Donnez un
contre exemple d’une fonction qui vérifie 'une des deux propriétés mais pas ’autre.

Exercice 1 L’intégrale impropre suivante est-elle convergente ou divergente ?

+o0o

1
dt
/et—l

0

Exercice 1 Soit B = (e1, €2, e3) la base canonique de R3. Soit f : R® — R3 lapplication linéaire définie
par f(z,y,z) = (6x — 4y — 42,52z — 3y — 4z,x — y). Soit b =€ + ez et ¢ = ez — e3.

1. Déterminer un vecteur a € R? non nul tel que Ker(f) = Vect(a).
2. Calculer f(b) et f(c), et en déduire que {b, c} est une base de Im(f).
3. A-t-on Ker(f) ® Im(f) =R3?

Exercice 3 Etudier pour quelles valeurs de n € N I'intégrale

converge et calculer I, dans ce cas.



Sujet B

Question de cours : Soit a > 0. A quelle condition sur le réel A I'intégrale

—+o00

1
[ La

est-elle convergente ?

Exercice 1 Soit f 'application linéaire de R* dans lui-méme défini par
f@y,zt)=(@—y+z,y+z+t0,2+y+32+2t).

Déterminer les images par f des vecteurs de la base canonique (e1, ez, e3,e4) de R
Ecrire la matrice A de I’application f dans cette base canonique.
Montrer que f(e3) et f(e4) peuvent s’écrire comme des combinaisons linéaires de f(e1) et f(e2).

En déduire le rang de f, une base de Im(f).

ol W e

Quelle est la dimension de Ker(f). Montrer que la famille de vecteurs (u,v) avec u = (—2,—1,1,0)
et v=(—1,—-1,0,1) forme une base de Ker(f).

Exercice 2 Soit
“+00

B / dz
- ) G+ave
0
1. Montrer que I est convergente.
[ d
t
2. Bonus : Calculer J = / TH Indication : on pourra essayer de décomposer en éléments simples.
0

3. En déduire I.

Sujet C

Question de cours : Enoncer le théoréme du rang.

Exercice 1 L’intégrale impropre suivante est-elle convergente 7
o te*‘/IF

—dt

1+ ¢2

0

Exercice 2 Soit f un projecteur de R" dans R", c’est & dire une application linéaire telle que fo f = f.
1. Montrer que id — f est aussi un projecteur, ou id est ’application linéaire telle que = — x.

2. Montrer que Ker(id — f) = Im(f).

3. En déduire que R" = Ker(f) & Im(f).

Exercice 3
oo

d
1. Etudier pour quelles valeurs de n € N l'intégrale J, = / e converge.
(I3 + 1)n
0

2. Bonus : Calculer J;
3. Montrer que sin > 2, on a

3n—1

Jn—i—l = Jn
3n

et en déduire J, pour n > 1.



Sujet A’

Question de cours : Soit a > 0. A quelle condition sur le réel A I'intégrale

a

1
[

0

est-elle convergente ?

Exercice 1 L’intégrale impropre suivante est-elle convergente ou divergente ?

—+00

1
dt
/et—l

0

Exercice 1 Soit f : Ro[X] — Ry[X] définie par f(P) =P — (X —2)P'.
Montrer que f est un endomorphisme de Ry[X].

Déterminer le noyau et I'image de f.

Déterminer la matrice de f dans la base canonique C = (1, X, X?) de Ro[X].
Montrer que la famille B = (1, X — 2, (X — 2)?) est une base de Ry[X].

Déterminer la matrice de passage de P de C a B.

A e

Comment obtient-on la matrice de f dans la base B?

Exercice 3 Etudier pour quelles valeurs de n € N I'intégrale

1

T

converge et calculer I,, dans ce cas.



Sujet B’

Question de cours : Qu’est-ce qu'une permutation de I’ensemble {1,...,n}? Combien y a-t-il d’éle-
ments dans .S, 7
Listez les éléments de S3 en indiquant pour chaque élément de quel type de permutation il s’agit.

Exercice 1 L’intégrale impropre suivante est-elle convergente ?

+oo te*\/g

—dt
/‘1+9
0

Exercice 2 Soit f Iapplication linéaire de R* dans lui-méme défini par
flz,y,z,t) =(x —y+2z,y+2+t0,2+y+ 3z +2t).
Déterminer les images par f des vecteurs de la base canonique (eq, €2, e3,e4) de R*.
Ecrire la matrice A de I'application f dans cette base canonique.
Montrer que f(e3) et f(e4) peuvent s’écrire comme des combinaisons linéaires de f(e1) et f(e2).
En déduire le rang de f, une base de Im(f).

Ol W e

Quelle est la dimension de Ker(f). Montrer que la famille de vecteurs (u,v) avec u = (—2,—1,1,0)
et v=(—1,—1,0,1) forme une base de Ker(f).

Exercice 3

oo
d
1. Etudier pour quelles valeurs de n € N l'intégrale J, = / & converge.
(ZL‘3 + 1)n
0
2. Bonus : Calculer Jy

3. Montrer que sin > 2, on a
3n — 1J

3n "

Jn—i—l ==

et en déduire J, pour n > 1.

Sujet C’

Question de cours : Enoncer I'inégalité de Cauchy-Scharz pour des intégrales.

Exercice 1 L’intégrale impropre suivante est-elle convergente ou divergente ?
+00

/ sirtlQ(t) y

1

Exercice 2 Soit E un espace vectoriel et f,g : E — E deux applications linéaires telles que go fog = f
et fogof=g.

1. Montrer que Imf = Img et Kerf = Kerg

2. Montrer que Imf @ Kerf = FE

Exercice 3

1. Montrer que 'intégrale
o

Int
——d¢
/1+ﬂ
0
converge, puis avec le changement de variable v = 1/, montrer qu’elle vaut 0.
2. Bonus : Soit a > 0, calculer
o
Int
——=dt.
/ a2 + t2

0



Sujet A

Question de cours : Soit f : [a,b[— R continue sur [a, b[. Que veut-dire que l'intégrale impropre

/b F(t)tat

est convergente, puis absolument convergente ? Quel est le lien entre les deux notions ? Bonus : Donnez un
contre exemple d’une fonction qui vérifie 'une des deux propriétés mais pas ’autre.

1

1 (0.9}
Exercice 1 La série de terme général on est-elle convergente 7 Si oui, quelle est la valeur de Z on

n=3

Exercice 2 Soit f : Ro[X] — Ry[X] définie par f(P) =P — (X —2)P".
Montrer que f est un endomorphisme de Ro[X].

Déterminer le noyau et 'image de f.

Déterminer la matrice de f dans la base canonique C = (1, X, X?) de Ro[X].
Montrer que la famille B = (1, X — 2, (X — 2)?) est une base de Ra[X].

Déterminer la matrice de passage de P de C & B.

A I S

Comment obtient-on la matrice de f dans la base B?

Exercice 3 Etudier pour quelles valeurs de n € N 'intégrale

converge et calculer I,, dans ce cas.



Sujet B

Question de cours : Soit a > 0. A quelle condition sur le réel A I'intégrale

+oo

1
[ La

a

1
est-elle convergente ? Donnez en la preuve. A quelle condition la série de terme général u, = — est-elle
n

convergente 7
Exercice 1 Soit f I'application linéaire de R* dans lui-méme défini par
flz,y,z,t) =(x —y+2z,y+2+t,0,2+y+ 3z + 2t).
Déterminer les images par f des vecteurs de la base canonique (ey, ea, e3,e4) de R*.
Ecrire la matrice A de I'application f dans cette base canonique.

Montrer que f(e3) et f(e4) peuvent s’écrire comme des combinaisons linéaires de f(e1) et f(e2).

En déduire le rang de f, une base de Im(f).

AN

Quelle est la dimension de Ker(f). Montrer que la famille de vecteurs (u,v) avec u = (—2,—1,1,0)
et v =(—1,—1,0,1) forme une base de Ker(f).

Exercice 2 Soit

“+oo
B / dx
) A+
0
1. Montrer que I est convergente.
[ d
t
2. Bonus : Calculer J = / TH Indication : on pourra essayer de décomposer en éléments simples.
0

3. En déduire I.

Sujet C

Question de cours : Donnez la formule permettant de calculer le déterminant d’une matrice carrée

A = (aij)1<ij<n-

Exercice 1 L’intégrale impropre suivante est-elle convergente 7
i te*\/E

—dt
/ 1+ t2

0

Exercice 2 Soit f un projecteur de R dans R", ¢’est & dire une application linéaire telle que fo f = f.
1. Montrer que id — f est aussi un projecteur, ou id est ’application linéaire telle que = — x.

2. Montrer que Ker(id — f) = Im(f).

3. En déduire que R" = Ker(f) & Im(f).

Exercice 3

oo
d
1. Etudier pour quelles valeurs de n € N l'intégrale J, = / ﬁ converge.
x
0

2. Bonus : Calculer J;

3. Montrer que sin > 2, on a
3n — 1J

3n "

Jn—l—l =

et en déduire J, pour n > 1.



Sujet A’

Question de cours : Soit a un réel. A quelle condition la série de terme général a™ est elle convergente ?
o)

Dans ce cas, que vaut la somme E a”.
0

Exercice 1 L’intégrale impropre suivante est-elle convergente ou divergente ?

—+00

1
dt
/etl

0

Exercice 2 Soit B = (e, ez, e3) la base canonique de R3. Soit f : R® — R? Iapplication linéaire définie
par f(z,y,z) = (6x — 4y — 42,5z — 3y — 4z,x — y). Soit b=e1 + e et ¢ = e — e3.

1. Déterminer un vecteur a € R? non nul tel que Ker(f) = Vect(a).

2. Calculer f(b) et f(c), et en déduire que {b, c} est une base de Im(f).

3. A-t-on Ker(f) ® Im(f) =R3?

Exercice 3 Etudier pour quelles valeurs de n € N 'intégrale

converge et calculer I,, dans ce cas.

Sujet B’

Question de cours : Enoncer la formule de 'inverse d’une matrice en fonction de la comatrice.

Exercice 1 L’intégrale impropre suivante est-elle convergente ?

+oot€_\/%
/ LMY

1+ ¢2
0

Exercice 2 Soit f I'application linéaire de R* dans lui-méme défini par
flz,y,z,t) =(x—y+2z,y+2+t0,z+y+ 3z +2t).

Déterminer les images par f des vecteurs de la base canonique (eq, €2, €3, e4) de R*.
Ecrire la matrice A de I'application f dans cette base canonique.
Montrer que f(e3) et f(e4) peuvent s’écrire comme des combinaisons linéaires de f(ej) et f(e2).

En déduire le rang de f, une base de Im(f).

A

Quelle est la dimension de Ker(f). Montrer que la famille de vecteurs (u,v) avec u = (—2,—1,1,0)
et v =(—1,—1,0,1) forme une base de Ker(f).

Exercice 3

converge.

dzx
( )

oo
1. Etudier pour quelles valeurs de n € N l'intégrale J,, = / 3
x° +1)"

0

2. Bonus : Calculer J;y

3. Montrer que sin > 2, on a
3n — 1J

3n "

Jn—l—l =

et en déduire J, pour n > 1.



Sujet C’

Question de cours : A quelle condition un systéme linéaire

a1171 + a12x2 + -+ a1T, = A
2,121 + a22%2 + -+ a2 Ty = A2
Ap1%1 + Ap2%2 + -+ AppTyn = An

Comment trouver la solution en utilisant les formules de Kramer ?

o0

1

on’
n=3

1
Exercice 1 La série de terme général on est-elle convergente 7 Si oui, quelle est la valeur de

Exercice 2 Soit ¥ un espace vectoriel de dimension n et f : E — FE une application linéaire. Montrer
que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Ker(f) = Im(f).
(ii) fof=0et n=2rg(f).
Exercice 3
1. Montrer que 'intégrale

o

Int
—=dt
/1+#
0
converge, puis avec le changement de variable v = 1/, montrer qu’elle vaut 0.

2. Bonus : Soit a > 0, calculer
(o]

Int
——dt.
/ a? +t2

0



Sujet A

Question de cours :

1. Soit a un réel. A quelle condition la série de terme général a” est elle convergente ? Dans ce cas, que
o0

vaut la somme g a™.

0
n

. a
2. Soit a > 0. Prouver que la série de terme général — est convergente.
n!

Exercice 1 Soient a et b des réels, calculer le déterminant

a+b a a a
a a+b a a
D= a a a+b a
a a a a+b
Exercice 2
N iy In(n)
1. La série de terme général u,, = ———— est-elle convergente ?
In(e” — 1)
- . (="
2. La série de terme général v,, = ———— pour n > 1 est-elle convergente 7

n—\/ﬁp

23456789
4 6 9725 81 3)

1. Décomposer o en produit de cycles & support disjoint.

Exercice 3 Soit ¢ la permutation <

2. Donner la signature de o.

3. Décomposer ¢ en produit de transpositions.

4. Bonus : Calculer o',

Sujet B

1
Question de cours : Soit A > 0. A quelle condition sur A la série de terme général —; est-elle conver-
n

gente 7 Le prouver.

Exercice 1

1. Calculer le déterminant

a b ¢
a® b P
a v Al

2. En déduire la valeur de
a+b b+c c+a

a2+ P+ a?+ P
S+ B+d B+ 8

|
Exercice 2 Soit a € R, donner selon la valeur de a la nature de la série de terme général ——.
n

Exercice 3
1 23 4567 8>

it o1 tati

Soit ¢ la permutation (5 41786 2 3
. Décomposer o en produit de cycles & support disjoint.
. Donner la signature de o.

00

1
2
3. Décomposer ¢ en produit de transpositions.
4. Bonus : Calculer o'%.



Sujet C

Question de cours : Enoncer la régle de d’Alembert pour étudier la convergence de séries, et la dé-
montrer.

Exercice 1 Soient a,b,c et d des réels. Montrer que le déterminant

1+a a a
D=1 b 140 b
c c 1+c

vaut 1 4+ a + b + ¢, sans le développer.

Exercice 2 Ftudier la convergence des séries de terme général :
1
= o

1

1\ r

2. v, = <> .
n

Exercice 3 Soit 0 = (

1. u,

123 45 6 7
356 71 2 4)

1. Décomposer o en produit de cycles a support disjoint.
2. Donner la signature de o.

3. Décomposer ¢ en produit de transpositions.

4

. Bonus : Calculer 201,



Sujet A

Question de cours :

1. Soit @ un réel. A quelle condition la série de terme général a” est elle convergente ? Dans ce cas, que
oo

vaut la somme E a”.

0
n

. 2 . 2 2 a
2. Soit a > 0. Prouver que la série de terme général — est convergente.
n!

Exercice 1 Soient a,b et ¢ des réels, calculer le déterminant

a c c b
p_lc a b ¢
c b a c
b ¢ ¢ a
Exercice 2
N » In(n)
1. La série de terme général u,, = —————— est-elle convergente ?
In(e” — 1)

(="
n—+n

2. La série de terme général v, = pour n > 2 est-elle convergente 7

. . . 1 23 45 6 7 8
Exercice 3 Soit ¢ la permutation <5 4178 6 2 3>.
. Décomposer o en produit de cycles & support disjoint.

. Donner la signature de o.

00

1
2
3. Décomposer ¢ en produit de transpositions.
4. Bonus : Calculer o'%.

Sujet B

Question de cours :

1
1. Soit @ > 0. A quelle condition sur a la série de terme général — est-elle convergente ?
n

2. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Définir une valeur propre, un vecteur propre et un
espace propre associé a f. Que pouvez-vous dire de particulier sur les espaces propres ?

Exercice 1

1. Calculer le déterminant

a b ¢
a v A
a vl

2. En déduire la valeur de
a+b b+c c+a

a?+b> P+ a4+
S+ Brd B+ 8

|
Exercice 2 Soit a € R, donner selon la valeur de a la nature de la série de terme général —.
n

. . . 234567809
Exercice 3 Soit o la permutation (4 697925 8 1 3>.
. Décomposer o en produit de cycles & support disjoint.

. Donner la signature de o.

1
2
3. Décomposer ¢ en produit de transpositions.
4

. Bonus : Calculer o',



Sujet C

Question de cours :

1. Enoncer la régle de d’Alembert pour étudier la convergence de séries & termes positifs.

2. Définir le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme/d’une matrice. Bonus : Connaissez-vous
certains coefficients de ce polynéme? Quel est le lien entre ce polyndéme et les valeurs propres de
I’endomorphisme/la matrice ?

Exercice 1 Soient a et b des réels, calculer le déterminant suivant :

atb a “ a a+b a a
D= @ a+b ¢ ¢ et en déduire D,, = ¢ a+b
a a a+b a a
a a a a+b a a a+bn

Exercice 2 Etudier la convergence des séries de terme général :
1

1. Up = 27\/’5,

In(n)

n

2. v, =(=1)"

Exercice3SoitU:<1 AR 7).

356 71 2 4

1. Décomposer ¢ en produit de cycles & support disjoint.
2. Donner la signature de o.

3. Décomposer ¢ en produit de transpositions.

4

. Bonus : Calculer 0201,



Sujet A

Question de cours :

1. Soit @ un réel. A quelle condition la série de terme général a” est elle convergente ? Dans ce cas, que
oo
vaut la somme E a”.

0

. P P an
2. Soit a > 0. Prouver que la série de terme général — est convergente.

Exercice 1 Soit a un réel, on note A, le déterminant suivant :

a 0O ... 0 n—-1
0 a :
0
0 0 a 1
n—1 2 1 a

1. Calculer A,, en fonction de A,,_1.

n—1
2. Montrer que pour tout n > 2, A,, = a™ — "2 Z i2.
=1

Exercice 2

1
1. La série de terme général u,, = % est-elle convergente ?
In(e” — 1)

_1)»
2. La série de terme général v, = ! pour n > 2 est-elle convergente 7
n—n

Sujet B

Question de cours :

1
1. Soit @ > 0. A quelle condition sur a la série de terme général — est-elle convergente ?

2. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Définir une valeur propre, un vecteur propre et un
espace propre associé & f. Que pouvez-vous dire de particulier sur les espaces propres ?

Exercice 1

1. Calculer le déterminant

a b ¢

a2 b 2

@ vl

2. On définit, pour n > 1:
0 1 1
D, =|*

: A |
-1 ... =1 0

[n]
Montrer que Vn > 1, D40 = D,. En déduire D,, pour tout n > 1.

|
Exercice 2 Soit a € R, donner selon la valeur de a la nature de la série de terme général —.



Sujet C

Question de cours :

1. Enoncer la régle de d’Alembert pour étudier la convergence de séries & termes positifs.

2. Définir le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme/d’une matrice. Bonus : Connaissez-vous

certains coefficients de ce polynéme? Quel est le lien entre ce polyndéme et les valeurs propres de
I’endomorphisme/la matrice ?

Exercice 1

1. Soient a,b, ¢ et d des réels, calculer sous forme factorisée le déterminant

e & & &
ST R
o O R
QO R

2. Soient a et b des réels, calculer le déterminant suivant :

atb a a a a-+b a a
D= a a+b a ¢ et en déduire D,, = a a+b

a a a+b : . a

a a a atb a a a—l—bn

Exercice 2 Etudier la convergence des séries de terme général :
1

= ﬁ’
2. vy = (—1)"

1. u,

In(n) '

n




Sujet A

Question de cours : Soit u : F — E un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie.
Donnez toutes les conditions nécessaires et suffisantes que vous connaissez pour que u soit diagonalisable.

Exercice 1 Donner les valeurs propres de la matrice

0 3 2
A=|-2 5 2
2 -3 0

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 2

322 + 2y

Va2 +y?

Montrer que pour tout (z,y) € R?\{(0,0)}, on a |f(x,y)| < 4v/22+ 32 et en déduire que f admet
une limite en (0, 0).

1. Soif f Papplication de R*\{(0,0)} dans R définie par f(z,y) =

2,2

2. Soit f Papplication de R*\{(0,0)} dans R définie par f(z,y) = 21

f admet-elle une limite en (0,0) ?

Exercice 3 Soient u et v deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel ¥ de dimension finie. On suppose
que u o v = v o u, montrer que u et v ont au moins un vecteur propre commun.

Sujet B

Question de cours :

1. Définir ce qu’est un ouvert de R"™. Expliquer pourquoi une boule fermée n’est pas un ouvert.

2. Donner la caractérisation séquentielle de la limite.

Exercice 1 Donner les valeurs propres de la matrice

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 2 Les fonctions suivantes admettent-elles une limite en (0,0) ?

22

2 4+ y?

L f:RA\{(0,0)} = R, (z,y) —

xy(x? — 12
2. f:RA\{(0,0)} = R, (z,y) W

Exercice 3 Vrai ou Faux :

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de valeurs propres.
Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de vecteurs propres.
Si une matrice A est diagonalisable, alors A? est diagonalisable.

Si une matrice est telle que A? est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

Tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension impaire admet au moins une valeur propre.

A

La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable.



Sujet C

Question de cours : Définir ce qu’est une valeur propre d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie. Définir les multiplicités algébriques et géométriques d’une valeur propre.

Comment les comparer ? Que pouvez-vous dire de la somme des multiplicités ?

Exercice 1 Expliquer sans aucun calcul pourquoi la matrice suivante n’est pas diagonalisable :

1 2
A= T 3
0 =

S O3

Exercice 2 Les fonctions suivantes admettent-elles une limite en (0,0) ?
|+l
z? +y%
(z* —y)(y* — )
rT+Yy '

1. f: R2\{(0,0)} - R, (z,y) —

2. f: Rz\{(0,0)} =R, (z,y) —

Exercice 3 Soit £ un R-espace vectoriel et u,v deux endomorphismes de E.
1. Montrer que si uov = v owu, alors Im(u) et Ker(u) sont stables par v.

2. Supposons que u est un projecteur, c’est & dire v owu = u. Démontrer que wov = vowu si et seulement
si Im(u) et Ker(u) sont stables par v.



Sujet L. BERTHELOT

Exercice 1 : Les fonctions suivantes admettent-elles une limite ?

sin(z?) — sin(y?)

L f:RA{(0,0)} =R, (z,y) — Ry en (0,0).
3
2. f:RA{(L,0)} > R, (z,y) (:c—iyw en (1,0).

Exercice 2 : Soit A la matrice de M4(R) donnée par

B~ W N
W N
[ N
SR R

Sans calculer le polyndéme caractéristique ni les valeurs propres de A, déterminer si A est diagonalisable.

Exercice 3 : Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de rang 1 soit diagona-
lisable.

Sujet C. CASSAIGNE

Exercice 1 : Donner les valeurs propres de la matrice

0
1

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 2 : On considére la fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

mQy

fay) =4 mrge @700

0 sinon.

1. Montrer que la restriction de f a toute droite passant par (0,0) est continue.

2. f est-elle continue en (0,0)?

Exercice 3 Vrai ou Faux :

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de valeurs propres.
Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de vecteurs propres.
Si une matrice A est diagonalisable, alors A? est diagonalisable.

Si une matrice est telle que A? est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

Tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension impaire admet au moins une valeur propre.

S ot PN

La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable.

Sujet F. DHEURLE

Exercice 1 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par f(z,y) = zyln(z* 4+ y*) est-elle prolongeable
par continuité en (0,0)?

Exercice 2 : On considére la fonction f définie par

zy — 2y
2+ y? —dr+4

f(x,y) =

1. Quel est le domaine de définition de f 7

2. f est-elle prolongeable par continuité en le ou les points de R? o elle n’est pas définie ?



Exercice 3 : Soient a, b € R tels que |a| # |b]. On considére la matrice carrée A € Mo, (R)

h N

I
S
2 oo o
SIS S
2 oo o

1. Déterminer le rang de A. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé a 0.

2. Déterminer deux autres vecteurs propres de A, en déduire que A est diagonalisable.
Indication : Regarder la somme de toutes les lignes, puis la somme "alternée" de toutes les lignes,
c'est a dire Ly — Lo+ Ly — Ly ...

Sujet M. ANDRUSZAK
Exercice 1 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

sin(x?) — sin(y?)
x2 + y?

flz,y) =

est-elle prolongeable par continuité en (0,0) 7

Exercice 2 : Soit A la matrice de My4(R) définie par
3
2
-1

A=

Démontrer que A est diagonalisable, et donner une matrice P inversible et D diagonale telles que A =
PDP™!. En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.

Exercice 3 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

_ Tty
22 —y2 + 22

flz,y) =

est-elle prolongeable par continuité en (2,—2,0)?

Sujet L. PIEDEBOUT

Exercice 1 : Les fonctions suivantes admettent-elles une limite ?
22 — g2
Yy — 2y
22+ y?—4dx+4

L f:RA\{(0,0)} = R, (z,y) — en (0,0) .

2. f:RAO\{(2,0)} = R, (z,y) — en (2,0).

Exercice 2 : Soit ' = R, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur a n et soit f ’endomorphisme
de E définie par
f(P)=P—(X+1)P.

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Exercice 3 : Sans faire aucun calcul, déterminer si la matrice

o o o3
o o3 O
o83 OO
3 O o~

est diagonalisable.



Sujet T. VOISIN

Exercice 1 : Donner les valeurs propres de la matrice

0o 3
A=1-2 5
2 =3

S NN

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 2 : Les fonctions suivantes admettent-elles une limite en (0,0) ?
|+l

2?4+ y?

2 —y)(y* — x)

2. f:R)\{(0,0)} = R, (a;,y)»—>( py .

1. f: RQ\{(O,O)} - R, (z,y) —

Exercice 3 : Vrai ou Faux :

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de valeurs propres.
Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de vecteurs propres.
Si une matrice A est diagonalisable, alors A? est diagonalisable.

Si une matrice est telle que A? est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

Tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension impaire admet au moins une valeur propre.

A N

La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable.

Sujet B. GUILLEMARE

Exercice 1 : On considére la fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

1.2

flz,y) =4 2142 si(z,y) # (0,0),

0 sinon.

1. Montrer que la restriction de f a toute droite passant par (0,0) est continue.

2. f est-elle continue en (0,0)?

Exercice 2 : Soit

a=(7 %)

Montrer que A est diagonalisable et calculer ses valeurs propres. En déduire qu’il existe une matrice B telle
3
que B° = A.

Exercice 3 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

_rry
22 — 2 + 22

flz,y) =

est-elle prolongeable par continuité en (0,0,0) ?

Sujet T. KOSAK

Exercice 1 : La fonction f : R?\{(0,0)} — R définie par f(z,y) = zyln(z* + y?) est-elle prolongeable
par continuité en (0,0)?

Exercice 2 : Soit A la matrice de M4(R) donnée par

B~ W N
> W N
= W N =
ISR R



1. Sans calculer le polynéme caractéristique ni les valeurs propres de A, déterminer si A est diagonali-
sable.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de rang 1 soit diagonalisable.

Exercice 3 : La fonction f: R*\{(1,0)} — R définie par
3
o) = e

est-elle prolongeable par continuité en (1,0)?

Sujet L. LABROSSE

zln(1 + z3)

E ice 1 : La foncti :R?\{(0,0)} — R défini yY) = ——
xercice a fonction f \{(0,0)} éfinie par f(x,y) ST oY)

est-elle prolongeable par
continuité en (0,0)?

Exercice 2 : Soient a, b € R tels que |a| # |b]. On considére la matrice carrée A € Mo, (R)

SR o e
Q@ o Qe o
SR o e
Q o Qe o

1. Déterminer le rang de A. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé a 0.

2. Déterminer deux autres vecteurs propres de A, en déduire que A est diagonalisable.
Indication : Regarder la somme de toutes les lignes, puis la somme "alternée" de toutes les lignes,
c'est adire L1 — Lo+ L3 — Ly ...

Exercice 3 : La fonction f: R*\{(x,y) € R® | z =y} — R définie par

sin(2z — 2y)

f(z,y) = pra—

est-elle prolongeable par continuité sur 'ensemble {(z,y) € R* | 2 =y} ?



Sujet C. COULOT

Exercice 1 : Les fonctions suivantes admettent-elles une limite ?
<2 )
9 sin(z?) — sin(y?)
L £RA0.0) 2 R (@) > T

2. f:R:\{(0,0)} = R, (z,y) — zyln(z? + y*) en (0,0).

en (0,0).

Exercice 2 : Soit A la matrice de M4(R) donnée par

=W N
= W N
B W N =
=W N =

1. Sans calculer le polynéme caractéristique ni les valeurs propres de A, déterminer si A est diagonali-
sable.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de rang 1 soit diagonalisable.

Exercice 3 : On considére la fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

wy(a® —y?)
flay)={ " 22142 si(x,y) # (0,0),
0 sinon.

Montrer que f est de classe C'* sur R?.

Sujet A. FAVRE-REGUILLON

Exercice 1 : Donner les valeurs propres de la matrice
1 0 0
A=10 1 0
1 -1 2
Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 2 : On considére la fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

332

fo) = aiy S 700,

0 sinon.

1. Montrer que la restriction de f a toute droite passant par (0,0) est continue.

2. f est-elle continue en (0,0)?

Exercice 3 : Soient a, b € R tels que |a| # |b]. On considére la matrice carrée A € Mo, (R)

hN

I
o e o9
2 oo o
STESIS RS
& oo o

1. Déterminer le rang de A. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé & 0.

2. Déterminer deux autres vecteurs propres de A, en déduire que A est diagonalisable.
Indication : Regarder la somme de toutes les lignes, puis la somme "alternée" de toutes les lignes,
c'est adire L1 — Lo+ Ly — Ly ...



Sujet S. FREW

Exercice 1 : On considére la fonction f définie par

_ xy — 2y
fley) = 224+ y? —4dor+4

1. Quel est le domaine de définition de f 7

2. f est-elle prolongeable par continuité en le ou les points de R? ot elle n’est pas définie ?

Exercice 2 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

2,3

f(w,y)zm

si (z,9) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C'* sur R??

Exercice 3 : Vrai ou Faux :

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de valeurs propres.
Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de vecteurs propres.
Si une matrice A est diagonalisable, alors son polyndéme caractéristique est scindé a racines simples.
Si une matrice A est diagonalisable, alors A™ est diagonalisable pour tout n € N.

Si une matrice est telle que A? est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

Si une matrice A est diagonalisable, alors il existe B telle que A = B?.

NS Ot W =

La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable.

Sujet A. AZOURI

Exercice 1 : La fonction f définie par définie par

_ Tty
f($7y) - xQ _yz +ZQ
est-elle prolongeable par continuité en (2,—2,0)?

Exercice 2 : Soit A la matrice de M4(R) définie par
0 -1
4 2
0 3

3
A= 2
-1

Démontrer que A est diagonalisable, et donner une matrice P inversible et D diagonale telles que A =
PDP~!. En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.

Exercice 3 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

Y

fla,y) = — vy

est-elle de classe C! sur R??

Sujet J. LENIS CARDONA

Exercice 1 : Sans faire aucun calcul, déterminer si la matrice

o o o3
o o3 O
o 83 OO
N O O~

est diagonalisable.



Exercice 2 : Soit ' = R, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur a n et soit f ’endomorphisme
de FE définie par
f(P)=P—(X+1)P.

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
Exercice 3 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par
f(a,y) = 2y’ In(2® +y°)
si (z,9) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C'* sur R??

Sujet A. LETO

Exercice 1 : Donner les valeurs propres de la matrice

0 3 2
A=|-2 5 2
2 =30

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 2 : Les fonctions suivantes admettent-elles une limite
2 2

L f:RA{(0,0)} = R, (z,y) % en (0,0)?

2. f:RA{(L,0)} > R, (z,y) v (1,0)?

(x —1)%2 4+ y?
Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de E, c’est a dire fo f = f.
1. Montrer que les valeurs propres possibles de f sont 0 ou 1.
2. Montrer que Im(f) = Ker(f —id), et en déduire que E = Ker(f) @ Im(f).

3. En déduire que f est diagonalisable.
Indication : Regarder f dans une base de E' composée d’une base de Ker(f) et d’'une base de Im(f).

Sujet R. GENTY

Exercice 1 : On considére la fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par
2
7y .
—— iz, 0,0),
fay) =4 wrgg @9 700
0 sinon.
1. Montrer que la restriction de f a toute droite passant par (0,0) est continue.

2. f est-elle continue en (0,0)?
3. Calculer les dérivées partielles de f sur R*\{(0,0)}.

A= <‘65 32>.

Montrer que A est diagonalisable et calculer ses valeurs propres. En déduire qu’il existe une matrice B telle
3
que B = A.

Exercice 2 : Soit

Exercice 3 : Vrai ou Faux :

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de valeurs propres.
Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un nombre fini de vecteurs propres.
Si une matrice A est diagonalisable, alors son polyndéme caractéristique est scindé a racines simples.
Si une matrice A est diagonalisable, alors A™ est diagonalisable pour tout n € N.

Si une matrice est telle que A? est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

Si une matrice A est diagonalisable, alors il existe B telle que A = B2.

NS e P

La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable.



Sujet N. PURICELLI

Exercice 1 : Soit A la matrice de M4(R) donnée par

W N
=~ W N
[ N
=~ W N =

1. Sans calculer le polynéme caractéristique ni les valeurs propres de A, déterminer si A est diagonali-
sable.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de rang 1 soit diagonalisable.

Exercice 2 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

2,3
ry
:L" =
f(z,y) 2

si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C* sur R??

Exercice 3 : Soit ' = R, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur a n et soit f ’endomorphisme
de FE définie par
f(P)=P—(X+1)P.

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Sujet T. VERBRUGGE

zln(1 + z3)

E ice 1 : La foncti : R?\{(0,0)} — R défini yY) =
xercice a fonction f \{(0,0)} éfinie par f(x,y) V@ T o)

est-elle prolongeable par
continuité en (0,0)?

Exercice 2 : Soient a, b € R tels que |a| # |b|]. On considére la matrice carrée A € Mg, (R)

a b a b
b a b a
A=la b a b
b a b a

1. Déterminer le rang de A. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé a 0.

2. Déterminer deux autres vecteurs propres de A, en déduire que A est diagonalisable.
Indication : Regarder la somme de toutes les lignes, puis la somme "alternée" de toutes les lignes,
c'est adire L1 — Lo+ L — Ly ...

Exercice 3 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

flz,y) = 2*y*In(a” + )

si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C' sur R??



Sujet A. DELESCLUSE

Exercice 1 : On considére la fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

wy(e® —y?)
flay) =4 " 21y si(z, y) # (0,0),
0 sinon.

Montrer que f est de classe C'! sur R

Exercice 2 : Soit A la matrice de M4(R) donnée par

A=

ISGURE NI
IO NI

W N =
N R

4

1. Sans calculer le polynéme caractéristique ni les valeurs propres de A, déterminer si A est diagonali-
sable.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de rang 1 soit diagonalisable.

Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions de R dans R suivantes :

o= (1-1)

2. gn(z) = e ™l sin(nx).

Sujet A. GONZALEZ

Exercice 1 : On considére la matrice de M3(R) définie par

0 1
A=1-4 4
-2 1

N OO

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Calculer (A — 2I3)?, puis (A — 2I3)" pour tout n € N, et en déduire A™.

Exercice 2 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

2,3
]
l" =
f(z,y) 2

si (z,9) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C'* sur R??

Exercice 3 : Pour z € R, on pose fp(z) =14z 4 -+ 2" L.
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions f,(z). On note f(z) la limite de cette suite,
lorsqu’elle existe.

2. Est-ce que (f,,) converge uniformément vers f sur | — 1,1[?

3. Soit a €]0, 1], est-ce que (f,) converge uniformément vers f sur [—a,a]?

Sujet L. MOURGUES
Exercice 1 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par
f(z,y) = 2y’ In(z? + y?)
si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C' sur R??

Exercice 2 : Pour n € N*, on pose

fo() = { (1—%>n si xz € [0,n]
0

six >n



1. Montrer que la suite (f,) converge simplement sur R™ vers une fonction f.

2. Converge-t-elle uniformément vers f sur R ?

Exercice 3 : Soient a, b € R tels que |a| # |b|. On considére la matrice carrée A € Mo, (R)

SR o e
Q@ o Qe o
SR o e
Q o Qe o

1. Déterminer le rang de A. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé a 0.

2. Déterminer deux autres vecteurs propres de A, en déduire que A est diagonalisable.
Indication : Regarder la somme de toutes les lignes, puis la somme "alternée" de toutes les lignes,
c'est a dire L1 — Lo+ Lg — Ly ...

Sujet M. CAUCHY

Exercice 1 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

2.2
_ Ty
f(mvy) - 1)2 +y2
est-elle de classe C! sur R??

Exercice 2 : Soit A la matrice de M4(R) définie par

3 0 -1
A= 2 4 2
-1 0 3

Démontrer que A est diagonalisable, et donner une matrice P inversible et D diagonale telles que A =
PDP~'. En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.

Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions de R dans R suivantes :

B sin(nx)
1. fo(zx)=2— my
2. gn(z) = e ™ cos(nx).

Sujet H. ERUAM
Exercice 1 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par
flz,y) = 2*yIn(a® +°)
si (z,9) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C'* sur R??
Exercice 2 : Soit £ = R,,[X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur a n et soit f ’endomorphisme

de E définie par
f(P)=P—(X+1)P.

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
Exercice 3 :

1
1. Soit f, : R — R définie par f,(z) = /22 + —. Montrer que chaque f, est de classe C* sur R, et que
n

la suite (fy)nen+ converge uniformément sur R vers une fonction f qui n’est pas ct.

2. Soit la suite de fonctions f,, définie par f,(z) = sm\(/rix) sur [0, g} Montrer que la suite (fy)nen:
n

. . . L. L. . /
converge uniformément vers une fonction f. Vérifier que f est dérivable, et montrer que la suite (f;,)
ne converge pas simplement.




Sujet L. PADE

Exercice 1 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par
oy
x4 y?

f(z,y)

si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-clle de classe C' sur R??

Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1. fo(z) = zen sur [0, +o0],

na
2. gn(x) = L [0,1].

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de E, c’est & dire fof = f.
1. Montrer que les valeurs propres possibles de f sont 0 oil 1.

2. Montrer que Im(f) = Ker(f —id), et en déduire que E = Ker(f) @ Im(f).

3. Montrer que f est diagonalisable.

Sujet B. BRIGUET

Exercice 1 : On considére la fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

2 _ .2
flz,y) = w si(z,y) # (0,0),
0 sinon.

Montrer que f est de classe C'! sur R

Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1
———— sur R,

(14 22)n

1. fo(z) =
2

2. gn(z) = nze " sur [0, +ool.

Exercice 3 : On considére la matrice de M3(R) définie par
0 1

A=|—-4 4

-2 1

N OO

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Calculer (A — 213)?, puis (A — 2I3)" pour tout n € N, et en déduire A™.

Sujet J. DEGRANGE

Exercice 1 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par
22y
x? + 52

si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C' sur R??

f(z,y) =

Exercice 2 : Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions de R dans
R suivantes :

L hiw = (1-2),

2. gn(z) = e "l sin(nz).

Exercice 3 : Soit E = R,,[X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur a n et soit f ’endomorphisme
de E définie par
f(P)=P—(X+1)P,

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.



Sujet A. ISSAD

Exercice 1 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par
2,2
f(z,y) = 2242

si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C' sur R??

Exercice 2 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de E, c’est a dire fo f = f.
1. Montrer que les valeurs propres possibles de f sont 0 ou 1.

2. Montrer que Im(f) = Ker(f —id), et en déduire que E = Ker(f) @ Im(f).

3. Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions de R dans R suivantes :

B sin(nx)
L. fn(x) =T - nr
2. gn(z) = e ™ cos(nx).



Sujet L. BOIVIN

Exercice 1 : On considére la fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

2 _ .2
fo = 4 P s £ 0.0)
0 sinon.

Montrer que f est de classe C'* sur R?.

Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions de R dans R suivantes :

L fulz) = (1 _ :L)

2. gn(z) = el sin(nx).

Exercice 3 : Soit a € R, notons A la matrice

0 1
—a l+a

On définit une suite récurrence (uy,)nen par la donnée de ug, u; et la relation de récurrence
Unt2 = (1 + a)upt1 — auy,.

1. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Pour ces valeurs, calculer A" pour n € N.

Un

3. On suppose A diagonalisable. On note U, le vecteur U, = < >, exprimer U, 41 en fonction de U,

Un+41
et de A, puis U, en fonction de Uy et de A.

Sujet M. COHN

Exercice 1 : On considére la matrice de M3(R) définie par

0 1
A=1|-4 4
-2 1

N OO

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Si oui, déterminer quels sont les sous-espaces propres associés & A.
3. Calculer (A — 2I3)?, puis (A — 2I3)" pour tout n € N, et en déduire A™.

Exercice 2 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

2,3

f(fﬂay):m

si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C' sur R??

Exercice 3 : Pour € R, on pose fn(z) =142 4 -+ 2" L.

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions f,,(z). On note f(x) la limite de cette suite,
lorsqu’elle existe.

2. Est-ce que (f,,) converge uniformément vers f sur | — 1,1[?

3. Soit a €]0, 1], est-ce que (fy,) converge uniformément vers f sur [—a,al?



Sujet S. VAN GINNEKEN
Exercice 1 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par
fla,y) = 2®y’In(a® + )
si (z,9) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C'* sur R??
Exercice 2 : Pour n € N*, on pose
folz) = { (1 - %)n S? x € [0,n]
0 siz>n
1. Montrer que la suite (f,) converge simplement sur R™ vers une fonction f.

2. Converge-t-elle uniformément vers f sur R ?

Exercice 3 : Soit f endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

-8 -3 -3 1
6 3 2 -1
26 7 10 -2
0o 0 0 2

1. Démontrer que 1 et 2 sont des valeurs propres de f, et déterminer des vecteurs propres associés.

2. Soit w un vecteur propre associé a 2, trouver des vecteurs v et w tels que
fw)=2v+u et f(w)=2w+w.

3. Soit e un vecteur propre associé a 1, démontrer que (e, u, v, w) est une base de R*, et donner la matrice
de f dans cette base.

4. La matrice A est-elle diagonalisable ?

Sujet G. ADENOR

Exercice 1 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

2292
fla,y) = — v
est-elle de classe C* sur R??
Exercice 2 : Soit A la matrice
1 -1 0
1 0 -1
-1 0 2

et f Pendomorphisme de R? associé.
1. Calculer le polynéme caractéristique de A sous forme factorisée.
2. Déterminer les sous-espaces propres de A.
3. A est-elle diagonalisable ?
4.

Démontrer qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est
1 10
B=10 11
0 0 1
et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP ™.

Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions de R dans R suivantes :

B sin(nx)
2. gn(x) = e ™ cos(na).



Sujet C. BEAL
Exercice 1 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par
flz,y) = 2*’In(a” +°)
si (z,9) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C'* sur R??

Exercice 2 : Soit £ = R,,[X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur a n et soit f ’endomorphisme
de E définie par
f(P)=P—(X+1)P - XP".

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Exercice 3 :

1
1. Soit f,, : R — R définie par f,(x) = y/x? + —. Montrer que chaque f,, est de classe C' sur R, et que
n

la suite (fy)nen+ converge uniformément sur R vers une fonction f qui n’est pas C.
sin(nx)

Vn

. , . L, . L . . /
converge uniformément vers une fonction f. Vérifier que f est dérivable, et montrer que la suite (f},)
ne converge pas simplement.

2. Soit la suite de fonctions f,, définie par f,(z) = sur [0, g} Montrer que la suite (f,)nen-

Sujet N. DUBOIS
Exercice 1 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

x2y3

fl@y) = - vy

si (z,9) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C'* sur R??

Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1. fo(z) = zen sur [0, +00],

nx
2. gn(z) = e [0,1].

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de F, c’est & dire fof = f.
1. Montrer que les valeurs propres possibles de f sont 0 ou 1.
. Montrer que Im(f) = Ker(f —id), et en déduire que E = Ker(f) & Im(f).

2
3. Montrer que f est diagonalisable.
4
176 —4
4\3 -2/
Sujet M. COPPIN

Exercice 1 : On considére la fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par

. Diagonaliser la matrice

2 _ .2
flz,y) = w si(z,y) # (0,0),
0 sinon.

Montrer que f est de classe C'! sur R

Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

1. fo(z) =

m sur R,

2. gn(z) = n*xe™™ sur [0, +ool.



Exercice 3 : Soit
3 -2
A =
G 7)
1. Montrer que A est diagonalisable, et trouver une base B de vecteurs propres de A.

2. Donner la matrice de passage P de la base canonique C a B, et calculer P71,

3. Soit (un)nen une suite réelle déterminée par ug,u; et la relation de récurrence

Up = 3Up—1 — 2Uny_o pour tout n > 2.

On note U, le vecteur U, = (uu" >, exprimer Uy en fonction de U, et de A, et en déduire une
n+1

expression de u,, en fonction de ug et u; pour tout n > 2.

Sujet H. GROS
Exercice 1 : La fonction f : R*\{(0,0)} — R définie par
w2y
f(x,y) = 22 + 42
si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C' sur R??

Exercice 2 : Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions de R dans
R suivantes :

e (1-1)

2. gn(z) = eIl

sin(nx).
Exercice 3 : Soient a,b,c € R et la matrice

1
A=10
0

O = Q

b
c
2

1. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.
2. Montrer que si a # 0, alors A n’est pas diagonalisable.

3. On suppose a = 0. Déterminer une base des sous-espaces propres de A, en déduire que A est diago-
nalisable et calculer A" pour tout n € N.

Sujet S. NARANJO RINCON

Exercice 1 : La fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

222
RN
si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est-elle de classe C sur R??

f(z,y)

Exercice 2 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de E, c’est & dire fof = f.
1. Montrer que les valeurs propres possibles de f sont 0 oil 1.

2. Montrer que Im(f) = Ker(f — id), et en déduire que F = Ker(f) @ Im(f).

3. Montrer que f est diagonalisable.
4
)
4\3 -2

Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions de R dans R suivantes :

. Diagonaliser la matrice

B sin(nx)
1. folz)=2— .
2. gnl(x) = e ™ cos(na).



Sujet T. BRUN

Exercice 1 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

1. fo(z) =12 (l - 711> sur R,

ne~® +
2. gn(x) = “hmia W [0, 1].

Exercice 2 : Soit E = R, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n et soit f ’endo-

morphisme de E définie par
f(P)=P—(X+1)P' - XP".

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Exercice 3 : Soit a € R, notons A la matrice

0 1
—a l1l+a

On définit une suite récurrence (uy,)nen par la donnée de ug, u; et la relation de récurrence
Unt2 = (1 + a)upt1 — auy,.

1. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Pour ces valeurs, calculer A" pour n € N.

Unp,

3. On suppose A diagonalisable. On note U, le vecteur U, = ( >, exprimer U, 41 en fonction de U,

Un+1
et de A, puis U, en fonction de Uy et de A.

Sujet T EL AZZOUZI

Exercice 1 : On considére la matrice de M3(RR) définie par

0 1 0
A=1-4 4 0
-2 1 2

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Déterminer les sous-espaces propres de A.
3. Calculer (A — 2I3)?, puis (A — 2I3)" pour tout n € N, et en déduire A™.

Exercice 2 : Soit A la matrice

1. Diagonaliser A.

2. Déterminer toutes les matrices M de M3(R) qui commutent avec A.

Exercice 3 : Pour z € R, on pose fu(z) =142 4 -+ 2" L.

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions f(z). On note f(x) la limite de cette suite,
lorsqu’elle existe.

2. Est-ce que (fy,) converge uniformément vers f sur | — 1,1[?

3. Soit a €]0, 1], est-ce que (f,) converge uniformément vers f sur [—a,a]?



Sujet A. MAITRE

Exercice 1 : Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. Soit A une matrice de M,,(R) diagonalisable. Alors il existe une matrice B telle que A = B2
2. Soit A une matrice de M, (R) diagonalisable. Alors il existe une matrice B telle que A = B>,
3. Soit A une matrice de M,,(C) diagonalisable. Alors il existe une matrice B telle que A = B2

Exercice 2 : Pour n € N*, on considére la suite de fonctions (f,,) définie par

1
2 .
n“z(l —nz) six e (0,—]|,
iy = { ot =) sime o]
0 sinon.

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,).

2. Calculer .

/ Fa(t)dt.

0

3. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?

4. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] pour a > 07

Exercice 3 : Soit f endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

-8 =3 =3 1
6 3 2 -1
26 7 10 -2
0o 0 0 2

1. Démontrer que 1 et 2 sont des valeurs propres de f, et déterminer des vecteurs propres associés.

2. Soit u un vecteur propre associé a 2, trouver des vecteurs v et w tels que
fy=2v+u et f(w)=2w+w.

3. Soit e un vecteur propre associé a 1, démontrer que (e, u, v, w) est une base de R*, et donner la matrice
de f dans cette base.

4. La matrice A est-elle diagonalisable 7

Sujet A. DELOBEL

Exercice 1 : Les matrices

00 4 2 1 1
A=1|1 0 -8 et B=10 0 -2
01 5 01 3
sont-elles semblables 7
Exercice 2 : Soit A la matrice
1 -1 0
1 0o -1

et f ’endomorphisme de R? associé.
1. Calculer le polynéme caractéristique de A sous forme factorisée.
2. Déterminer les sous-espaces propres de A.

3. A est-elle diagonalisable ?



4. Démontrer qu'il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est
110
B=10 11
0 0 1
et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP™1.

Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

n
1. fo(z) = Tt n sur [0, 1],

2. gn(x) = el sin(nz).

Sujet M. HADI

Exercice 1 : Soit A la matrice

1. Diagonaliser A sur R.
2. Déterminer I'ensemble des matrices M de M3(R) qui vérifient AM + MA = 0.

Exercice 2 : Soit E = Ry,[X] l'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2n et soit f
I’endomorphisme de E définie par
f(P)=X(X—-1)P —2nXP.

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Exercice 3 :

1
1. Soit f, : R — R définie par f,(z) = 1/2? + —. Montrer que chaque f,, est de classe C* sur R, et que
n

la suite (fy)nen+ converge uniformément sur R vers une fonction f qui n’est pas C'.

2. Soit la suite de fonctions f,, définie par f,(z) = sin(nz) sur [O, g} Montrer que la suite (f,)nen-

NG

converge uniformément vers une fonction f. Vérifier que f est dérivable, et montrer que la suite (f},)

ne converge pas simplement.

Sujet A. ZOUHIR

Exercice 1 : Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. Soit A une matrice de M,,(R) diagonalisable. Alors il existe une matrice B telle que A = B2
2. Soit A une matrice de M, (R) diagonalisable. Alors il existe une matrice B telle que A = B>,
3. Soit A une matrice de M,,(C) diagonalisable. Alors il existe une matrice B telle que A = B2

Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1. fo(z) = zen sur [0, +o0],
nx
2. gn(x) = sur |0, 1].
gul@) = 2 sur [0,1]

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de E, c’est a dire fof = f.
1. Montrer que les valeurs propres possibles de f sont 0 ou 1.

2. Montrer que Im(f) = Ker(f — id), et en déduire que E = Ker(f) @ Im(f).

3. Montrer que f est diagonalisable.
4
)
4\3 -2

. Diagonaliser la matrice



Sujet C. DURAND

Exercice 1 : Soit £ = R, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & n et soit f I'endo-
morphisme de E définie par
f(Py=P— (X +1)P - XP".

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1
1. T) =

2. gn(x) = n?

sur R,
xe ™ sur [0, +o0.
Exercice 3 : Soit
=0 7)
1. Montrer que A est diagonalisable, et trouver une base B de vecteurs propres de A.

2. Donner la matrice de passage P de la base canonique C & B, et calculer P~

3. Soit (un)nen une suite réelle déterminée par ug,u; et la relation de récurrence

Up = 3Up—1 — 2Uny_o pour tout n > 2.

On note U, le vecteur U,, = <uUn ), exprimer Uy,y1 en fonction de U, et de A, et en déduire une
n+1

expression de u,, en fonction de ug et u; pour tout n > 2.

Sujet M. PIROIRD

Exercice 1 : Soit A la matrice

-1 0 3
A=1[-3 2 3
0 0 2

1. Diagonaliser A sur R.
2. Déterminer I'ensemble des matrices M de M3(R) qui vérifient AM + M A = 0.

Exercice 2 : Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

ne=® + x?
1. = — 0,1
fule) =" e o,1)
2. gn(z) = e "l sin(nz) sur R.

Exercice 3 : Soient a,b,c € R et la matrice

1
A=10
0

S = Q

b
c
2

1. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.
2. Montrer que si a # 0, alors A n’est pas diagonalisable.

3. On suppose a = 0. Déterminer une base des sous-espaces propres de A, en déduire que A est diago-
nalisable et calculer A" pour tout n € N.



Sujet C. ROLLET

Exercice 1 : Les matrices

0 0 4 2 1 1
A=11 0 -8 et B=10 0 -2
01 5 01 3

sont-elles semblables ?

Exercice 2 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de E, c’est a dire fo f = f.
1. Montrer que les valeurs propres possibles de f sont 0 ou 1.

2. Montrer que Im(f) = Ker(f — id), et en déduire que E = Ker(f) @ Im(f).

3. Montrer que f est diagonalisable.
4
()
4\3 -2

Exercice 3 : Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définies sur [—1,1] par

. Diagonaliser la matrice

- x
14 n222

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,) sur [—1,1].
2. Pour n € N*| calculer f] et étudier la convergence simple de la suite (f7) sur [—1,1].
3. On considére la suite (g, )nen+ définie sur [—1,1] par
In(1 + n?2?)
gnle) = =

Montrer que (g,,) converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction nulle.



Sujet M. GAYE

Exercice 1 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

n
1. fo(z) = T @tn sur [0, 1],

2. gn(z) = e "l sin(nz).

Exercice 2 : Soit E = R, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n et soit f I’endo-

morphisme de E définie par
f(P)=P—(X+1)P - XP".

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Exercice 3 : Soit a € R, notons A la matrice

0 1
—a l1l+a

On définit une suite récurrence (uy,)nen par la donnée de ug, u; et la relation de récurrence
Unt2 = (1 + a)upt1 — auy,.

1. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Pour ces valeurs, calculer A" pour n € N.

U . .
" >, exprimer U, 41 en fonction de U,

3. On suppose A diagonalisable. On note U, le vecteur U, = <u
n+1

et de A, puis U, en fonction de Uy et de A.

Sujet K. JAIET

Exercice 1 : On considére la matrice de M3(RR) définie par

3 2 -0
A=1-1 0 1
1 1 0

1. Calculer les puissances de la matrice A — I5.

2. Déterminer le polynéme minimal de la matrice A.
3. Calculer A™ pour tout n € N.
4

. Justifier que A™! existe, et en déduire A" pour tout n € Z.

Exercice 2 : Soit A la matrice

1. Diagonaliser A.

2. Déterminer toutes les matrices M de M3(R) vérifiant AM = M A.

Exercice 3 : Considérons la suite de fonctions (f,,) définies sur Ry par
x

fo(z) = <1 — E)n pour z € [0,n], et 0 ailleurs.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (f,).



Sujet V. LEVESY

Exercice 1 : Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. Soit A une matrice de M,,(R) diagonalisable. Alors il existe une matrice B telle que A = B2
2. Soit A une matrice de M,,(R) diagonalisable. Alors il existe une matrice B telle que A = B,
3. Soit A une matrice de M,,(C) diagonalisable. Alors il existe une matrice B telle que A = B

Exercice 2 : Pour n € N*, on considére la suite de fonctions (f,,) définie par

Fulz) = n®z(l —nz) size [0, :z] ,

0 sinon.

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,).

2. Calculer .

/ Fa(t)d.

0
3. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

4. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] pour a > 07

Exercice 3 : Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est donnée par

1 0 1
A=|-1 2 1

1 -1 1
1. Montrer que f est trigonalisable.
2. Montrer que ’espace propre associé & 1 est de dimension 1, et en déterminer un vecteur non nul u.
3. Trouver un vecteur v tel que f(v) = u+ v.
4. Déterminer un vecteur propre associé a la valeur propre 2. Montrer qu (u, v, w) est une base de R3,

et calculer la matrice B de f dans la basze (u,v,w).

5. Calculer f*(v) pour tout k € N, et en déduire B

6. Calculer A* pour tout k € N.

Sujet J. AMROUCHE

Exercice 1 : Les matrices

00 4 2 1 1
A=11 0 -8 et B=10 0 -2
01 5 01 3
sont-elles semblables 7
Exercice 2 : Soit A la matrice
1 -1 0
1 0 -1

et f endomorphisme de R? associé.
1. Calculer le polynéme caractéristique de A sous forme factorisée.
2. Déterminer les sous-espaces propres de A.
3. A est-elle diagonalisable ?
4

. Démontrer qu'il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

11
B=1|0 1
00

= = O

et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP~ 1.



Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1

1. folz) =2 (1 - > sur R,
n

ne=® +
2. gn(z) = Thia W [0, 1].

Sujet M. DIOP

Exercice 1 : Soit A la matrice

1. Diagonaliser A sur R.
2. Déterminer I'ensemble des matrices M de M3(R) qui vérifient AM + M A = 0.

Exercice 2 : Trigonaliser la matrice suivante :

1 4 =2
A=10 6 -3
-1 4 0

Exercice 3 : Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définies sur [—1, 1] par

_ x
1+ n2a2

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,) sur [—1,1].
2. Pour n € N*, calculer f] et étudier la convergence simple de la suite (f},) sur [—1,1].
3. On consideére la suite (g, )nen+ définie sur [—1,1] par
In(1 + n?z?)
(0] ="

Montrer que (gy) converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction nulle.

Sujet L. NGUYEN HUU

-5 3
6 -2
En déduire qu’il existe une matrice B telle que B = A.

Peut-on trouver une matrice C' qui vérifie C? = A?

Exercice 1 : Soit A = < ) Montrer que A est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1. fo(z) = zen sur [0, +o0],

n
2. gn(x) = 1 o [0,1].

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de E, c’est & dire fof = f.
1. Montrer que les valeurs propres possibles de f sont 0 ou 1.

2. Montrer que Im(f) = Ker(f — id), et en déduire que E = Ker(f) & Im(f).

3. Montrer que f est diagonalisable.
4

. Diagonaliser la matrice

=
RN
w
|
B
~_

-2



Sujet E. BADR

Exercice 1 : Soit £ = R, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & n et soit f I'endo-
morphisme de E définie par
f(Py=P— (X +1)P - XP".

Justifier que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
1
1. )= ——-—

2. gn(z) = n?xe™™ sur [0, +ool.

sur R,

Exercice 3 : Soit

-4 -6 0
A=13 5 0
3 6 5

Montrer que A est diagonalisable, et trouver une base B de vecteurs propres de A.
Donner la matrice de passage P de la base canonique C a B, et calculer P~

Calculer A™ pour tout n € N.

- W=

On considére des suites (Up)neN, (Un)nen €t (wn)nen définies par leurs premiers termes wug, vo et wo

et la relation de récurrence
Upt1 = —4u, — 6,

Un+1 = SUp + OV,
Wpy1 = U, + 6V, + Dwy,

On note U, le vecteur X,, = | v, |, exprimer X,,+1 en fonction de X, et de A, et en déduire une
Wn,
expression de uy,, v, et w, en fonction de n.

Sujet H. COURNAULT

Exercice 1 : Soient a,b,c € R et la matrice

=

1
A=10
0

o = Q2
N O

1. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.
2. Montrer que si a # 0, alors A n’est pas diagonalisable.

3. On suppose a = 0. Déterminer une base des sous-espaces propres de A, en déduire que A est diago-
nalisable et calculer A" pour tout n € N.

Exercice 2 : FEtudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
—x 2

ne " +x
1. fn(CC) == W sur [O, 1],
2. gn(z) = e ™l sin(nz) sur R.
Exercice 3 : On considére la matrice A de M3(R) donnée par
3 1 -1
A=10 2 0
11 1

. Déterminer le polynoéme caractéristique de A.
. A est-elle diagonalisable 7

. Déterminer le polynéme minimal de A.

O O

. En déduire que A est inversible, et calculer A",



Sujet E. JIMENEZ

Exercice 1 : Les matrices

0 0 4 2 1 1
A=11 0 -8 et B=10 0 -2
01 5 01 3

sont-elles semblables ?

Exercice 2 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de E, c’est a dire fo f = f.
1. Montrer que les valeurs propres possibles de f sont 0 ou 1.

2. Montrer que Im(f) = Ker(f — id), et en déduire que E = Ker(f) @ Im(f).

3. Montrer que f est diagonalisable.
4
()
4\3 -2

Exercice 3 : Soit (f,,) la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(z) =

. Diagonaliser la matrice

2z
nz? 4 e "
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonction (fy,).
1

2. Pour tout n € N, calculer I := /fn(x)dx
0

3. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?



