Représentation de Burau et algebre de Hecke

Benjamin Dupont

Groupe de travail sur les groupes de tresses

Institut Camille Jordan, Université Lyon 1

14 Avril 2021

1/10



Références

» Quantum invariants: a study of knots, 3-manifolds and their sets, Tomotada Ohtsuki, 2001.

» An introduction to knot theory, Raymond Lickorish, 1997.

» Braids : A Survey, Birman-Brendle, arXiv:math/0409205.

2/10



Représentation de Burau

» On a une inclusion B, — S, via o; — (i,i + 1).

{Représentations irréductibles de S,} = {Partitions X\ de n}

» Si A= (n—1,1), on obtient la représentation standard S, — GL,(C) donnée par |'action de S, sur C"
par permutation des variables.
si i1 @ (0 1> @ lh—i-1.
1 0

» Elle est réductible car elle stabilise Vect(D_ €;), et son complémentaire est I'espace de dimension n — 1
des (z1,...,2,) € C" tels que z; + ...z, = 0.
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» Théoréme (cf Birman, Ohstuki) : Soit b une tresse. Alors on a

det(p(b) — I-1)
Lttt

Ac(b)(t) ~
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Matrices de Seifert et recouvrements infinis

» Une présentation finie d'un module M sur un anneau commutatif R est une suite exacte
a B
F—E—M=0
ot E et F sont des R-modules libres de rang fini.
> Les images 3(e;) correspondent aux générateurs, les images «(f;) aux relations.

> Si a(fi) =" Aijej, alors A est une matrice de présentation de M.
J
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existe une unique forme bilinéaire non-dégénérée

B:H(S®—F)x Hi(F) = Z, B([c],[d]) = Ik(c,d).

» Si(e,...,e,) est une base de Hy(F) et (f1,...,f,) est la base duale pour 3 de H;(S® — F), alors
& =) Mifi, & =Y Myf
R i

pour une matrice de Seifert M.

—~

» La représentation de Burau peut se retrouver par Hy(F.) ol Fo := S3 — L est le recouvrement cyclique
infini de S3 — L.
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Matrices de Seifert et recouvrements infinis

» F est défini comme suit:

> Soit Y la 3-variété obtenue en coupant S® — L le long de F, compactifiée. On a comme sections F' et F~
dans la frontiére de M.

> Soient (Y;)icz des copies de Y, et F,-i les copies de Fi dans Y;. Fs est obtenu par la réunion des Y; en

+ —
recollant F;" et F_ .

SO o S 7 [ o [
’E-IF"‘ k;_IF: hl F' ﬁiF. h

F. h F
+1 -

i+l + i

—~

> ¢t agit sur S3 — L en envoyant Y; sur Yi;1, donc Hi(Fs) est un Z[t, t']-module.
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Matrices de Seifert et recouvrements infinis

» [ est défini comme suit:

> Soit Y la 3-variété obtenue en coupant S® — L le long de F, compactifiée. On a comme sections F' et F~
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recollant F;" et F_ .
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’E-IF"‘ h;.IF: hl FV h.[F. h

F. h F
+1 -

i+l + i

—~

> ¢t agit sur S3 — L en envoyant Y; sur Yi;1, donc Hi(Fs) est un Z[t, t']-module.
» Théoréme : Soit F une surface de Seifert d’un entrelacs L, et M une matrice de Seifert. Alors tM — tM
est une matrice de présentation de H;(F).
» Esquisse de preuve :

» Soit Foo = YUY ou Y = U Yait1, Y" = U Yoa;.

» On a une suite exacte de complexes de chaines

Bn

0— C(Y' NY") 25 C(Y)® C(Y") 25 Co(Fo)

» Via le théoréme de Mayer-Vietoris :

s H(Y YY) 25 Hy (Y)Y @ HU(Y) L5 Hi(Fa) — Ho(Y N Y)Y 25 Ho(Y') ® Ho(Y")

> Ho(Y' N Y") ~ Z[tF] @z Ho(F), Ho(Y') & Ho(Y") ~ Z[t*] ®z Ho(Y), et on montre que sur
Ho(Y' N Y"), a, est injective et 3, est surjective.

» Idem avec les Hi, Hi(Y' N Y") a pour base {1 ® e} et Hi(Y’) & H1(Y") a pour base {1 ® f;} et alors
a(1®e)=> (~Mi(1&f)+ M(t®Ff).
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Intuition topologique pour la représentation de Burau

—~—

» Si b est une tresse, on va calculer H;(S3 — c(b)). On fixe un point de base p dans R3.

» Notation : U
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Intuition topologique pour la représentation de Burau

e~

» Si b est une tresse, on va calculer H;(S3 — c(b)). On fixe un point de base p dans R3.

» Notation : U

g e
» Autour d'un croisement de c(b), on a 4 cycles x, y,x",y’ de H;(S3 — L): X_A*y qui sont reliés par
y' =x,x'+y = x+ydans Hi (S — L).

» Soit p; la copie de p dans Y;, on reléve un cycle x en un cycle x; € Y; U Y;11, qui est un chemin de p; a
pi+1, idem pour les autres cycles:

! ! !
Yi =Xiy, X+ Y1 =X+ Yiv1
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» Si b est une tresse, on va calculer H;(S3 — c(b)). On fixe un point de base p dans R3.

» Notation : U

g e
» Autour d'un croisement de c(b), on a 4 cycles x, y,x",y’ de H;(S3 — L): X_A*y qui sont reliés par
y' =x,x'+y = x+ydans Hi (S — L).

» Soit p; la copie de p dans Y;, on reléve un cycle x en un cycle x; € Y; U Y;11, qui est un chemin de p; a
pi+1, idem pour les autres cycles:

yi=xXi, X +yi=xi+Yin
» |'action de t est donnée par t - x; = x;41, et donc
X\ [l1—=t t) [x
; 1 0/ \y
, ) ] X' =\ 7+ y’
» |dem pour les 4 cycles x, y, x’, y’ autour d’un croisement négatif: \‘

X—f{ >y
X\ f1—-t ¢t o X;
vi] 1 0 Vi
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Intuition topologique pour la représentation de Burau

» Exemple : Si on considére des tresses a trois brins, on a 6-cycles autour des générateurs ‘positifs’ o et

092:

-K"' S F }'_KY'_ 2 x! 11—t t 0\ [x x! 1 0 0\ [x
A } { A w Ay =11 oo||w| |w|=[1 1=t t]|]|w
ﬁTi_*Y_*z _‘-};_*y_,z / i /

z; 0 0 1 Z; z; 0 1 0 Z;

donc £(x{ y/ 2!) = 63(b)" (x y: z).
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Intuition topologique pour la représentation de Burau

» Exemple :

092:

,
Z
>

Xy 'y !
LIRS
- 'i E‘*Y - ‘K - -J-Y\—‘—Z

—I>
z

donc £(x{ y/ 2!) = 63(b)" (x y: z).

» Sion clot la tresse b, on doit rajouter des relations entre les cycles x; = x/, y; = y/ et z; = z].

'
X

_I-.. _|-..y._|.)zl

b

RN

» Soit A = Z[t,t71]. On a une suite exacte

t 0\ [x x!
1 0 0 Yi y!
0 01 Z; z

v~ (I=a3(b)) | yi | =0

Zj

~

1 0
=11 1-t
0 1

e~

0= A/(1— %) = (A/1—t) & (AA3/(I - @3(b))ﬁ\3) S H(SP L) 0

ol A3 est un sous-espace de A> de codimension 1 (correspondant & I'espace vectoriel associé a la

représentation de Burau réduite).

t

: Si on considére des tresses a trois brins, on a 6-cycles autour des générateurs ‘positifs’ oy et

Yi

Zj
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092:
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» Sion clot la tresse b, on doit rajouter des relations entre les cycles x; = x/, y; = y/ et z; = z].
°

y' .z
o' %

b ~ (I=a3(b)) | yi | =0

RN

» Soit A = Z[t,t71]. On a une suite exacte

0= A/(1— %) = (A/1—t) & (AA3/(I - @3(b))A3) S H(SP L) 0

ol A3 est un sous-espace de A> de codimension 1 (correspondant & I'espace vectoriel associé a la
représentation de Burau réduite).

» Le polyndme d'Alexander A;(t) est le déterminant d'une matrice de Seifert associée a Hy(F), qui est une
matrice de présentation de Hy(S3 — L), donc
— t —
A(t) = cﬁdet(/ — ¢3(b)) ol c est une unité de A.
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Algebres de Hecke

» L'introduction de la représentation de Burau a mené a la définition du polynéme HOMFLY en 1985. On

retrouve les polyndmes d'Alexander et de Jones comme spécialisations de HOMFLY.
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» L'algebre de Hecke H,(t) est une déformation de I'algébre C[S,] présentée par
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> relations

XiXi41Xi = Xi+1XiXi+1, x,-2 =(t—-1)x+t, xixk=xkx; pourl<i<n—1let]|i—k| >1.

» Considérons f : B, — H,(t), o; — x;, f n’est pas un homomorphisme, et n’est pas stable par les

mouvements de Markov.
> Idée: B, Ha(t) 55 C assure d'atre stable par M2.

» Théoréme (Ocneanu, H-O-M-F-L-Y '1985) : Pour tout z € C*, il existe une unique fonction

tr:H— C, oo H= |J H,(t) vérifiant:
n>0

> tr(l) =1, > tr(ab) = tr(ba),

> tr est C-linéaire, » tr(uxy—1v) = ztr(uv) pour u,v € H,_1.

» Remarque : H peut-étre interprétée comme une 2-catégorie linéaire, et dans ce cas |'application trace
correspond bien a I'idée de fermer le diagramme sur le droit en collant les extrémités des brins. (cf
arXiv:1806.06873) 8/10



Traces sur les algebres de Hecke et polynéme HOMFLY

» Pour tout tresse b, on peut calculer tr(f(b)) par les axiémes ci-dessus. Exemple : Pour b = o3, on a

tr(F(b)) = tr(x?) = tr (((t — 1)xq + t)x1) = (t — 1)tr(x2) + ttr(x)
=(t—Dtr((t —1)xq + t) + zt
=(t-12z+t(t—1)+zt=2z(t> —t+1)+t(t—1)
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» Cependant, cette fonction ne permet pas de définir un invariant de nceuds puisqu'elle n'est pas stable par
les mouvements M2: ba, <+ b <> bo, L.

» On va tordre cette trace: supposons qu'il existe k € C tel que tr(kx;) = tr((kx;)™1), alors
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= ZzZ =

k2 -
tz 1— k2t
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» Pour tout tresse b, on peut calculer tr(f(b)) par les axiémes ci-dessus. Exemple : Pour b = o3, on a

tr(F(b)) = tr(x?) = tr (((t — 1)xq + t)x1) = (t — 1)tr(x2) + ttr(x)
=(t—Dtr((t —1)xq + t) + zt
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» Cependant, cette fonction ne permet pas de définir un invariant de nceuds puisqu'elle n'est pas stable par
les mouvements M2: ba, <+ b <> bo, L.

» On va tordre cette trace: supposons qu'il existe k € C tel que tr(kx;) = tr((kx;)™1), alors

1+z—1t 11—t
= zZz = ———7-
tz 1— k2t

k2
» On pose r = k? et f, : B, — H,(t) par f,(c;) = \/ko;. Du coup,

1—t
1—kt

tr(f.(on)) = —Vk

» On veut définir F : B, — Z[t™!, k1] qui est invariante par M2, or:

1—t
tr(f(b- ko)) = —\/El — mtr(f(b)) = tr(f(b- NG

donc on définit

1 1-—~kt

F(b) = Fo(t,x) = (—

B
-
|
L
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Traces sur les algébres de Hecke et polynéme HOMFLY

» F ainsi construite est un homéomorphisme B, — Z[t*!, k1] qui est stable par les mouvements de
Markov, donc il s'étend en un invariant d'entrelacs en posant F;(t, k) = Fp(t, k) pour b une tresse telle
que L ~ ¢(b).
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Traces sur les algebres de Hecke et polyndome HOMFLY

» F ainsi construite est un homéomorphisme B, — Z[t*!, k1] qui est stable par les mouvements de
Markov, donc il s'étend en un invariant d'entrelacs en posant F;(t, k) = Fp(t, k) pour b une tresse telle

que L ~ ¢(b).

» Sion pose | = \/rt'/? et m = t'/2 — t=1/2 on obtient un polynéme de Laurent P dans Z[/*', m*']. On

vérifie que ce polyndme de Laurent vérifie |a relation écheveau
mPy (I, m) = I7*Py (I, m) — IP,_(I, m)
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» Lien avec les polyndmes d’'Alexander et de Jones:

AL(t) = P(1, Y2 — t71/2) Vi(t) = Pu(t, t¥/2 — t71/2),
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