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Crochet de Kauffman et state sum formula

Ï Rappel: Soit q un paramètre. Le crochet de Kauffman d’un entrelacs L est défini par les
quatre axiômes suivant:

Ï 〈U〉 = 1,
Ï 〈U tL〉 = (q+q−1)〈L〉,

Ï 〈 〉 = 〈 〉−q〈 〉
Ï Invariance par isotopie.

Ï Si L admet k croisements, on va considérer des résolutions Lξ de L pour ξ ∈ {0,1}k :

1−resolution←−
ξi=1

ith-crossing

0−resolution−→
ξi=0

Ï Kauffman state-sum formula:

〈L〉 =∑
ξ

(−1)|ξ|q|ξ|(q+q−1)|Lξ| ∈Z[q,q−1] Erreur dans Partie I

où |Lξ| est le nombre de boucles disjointes qui composent le diagramme Lξ.

Ï Le polynôme de Jones est défini comme une renormalisation de ce crochet:

J(L)= (−1)x(L) q
y(L)−2x(L)

q+q−1 〈L〉

Ï x(L) est le nombre de croisements négatifs de L, i.e.

Ï y(L) est le nombre de croisements positifs de L, i.e.
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Un exemple

Ï Exemple : Le noeud trèfle droit (x(L)= 0,y(L)= 3).
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Le complexe de Khovanov d’un entrelacs

Ï On a défini une algèbre de Frobenius A, comme un Z-module de rang 2 engendré par 1 et X
(isomorphe à Z[X ]/〈X 2〉), munie d’une multiplication m, d’une unité 1, d’une comultiplication
∆ et d’une counité ε.

Ï On a défini un TQFT, c’est à dire un foncteur F :Cob→R −mod0 par F ( )=A et

F


 :A⊗A

m−→A :=
1⊗1 7→ 1, 1⊗X 7→X ,

X ⊗X 7→ 0, X ⊗1 7→X ,

F


 :A

∆−→A⊗A :=
1 7→X ⊗1+1⊗X ,

X 7→X ⊗X ,

F

( )
:R

ι−→A :=
{
1 7→ 1 F

( )
:A

ε−→R :=
1 7→ 0

X 7→ 1

F


 :A⊗A

σ−→A⊗A :=
{
x ⊗y 7→ y ⊗x

Ï Au diagramme des résolutions d’un entrelacs R, on associe un cube dans la catégorie
R −mod0 dont les sommets sont définis par

F (Lξ)=A⊗k {−|J |}

où J est le sous-ensemble de l’ensemble des croisements I de L contenant les croisements tels
que ξk = 1.

Ï Les morphismes de ces cubes sont définis via les cobordismes et le TQFT F .
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Exemple: le nœud trèfle droit

Ï Exemple : Pour le nœud trèfle droit,

on obtient le cube

A{−1}
∆ //

∆

%%

A⊗A{−2}

∆

''
A⊗A

m //

m

::

m

$$

A{−1}

m

99

∆

%%

A⊗A{−2}
∆

// A⊗A⊗A{−3}

A{−1}
∆

//

∆

99

A⊗A{−2}

∆

77

où A{n}i =Ai+n. 5 / 24
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Le complexe de Khovanov d’un entrelacs

Ï On définit le complexe de Khovanov de l’entrelacs L à partir du cube par

C
i
(L)= ⊕

J⊂I ,|J |=i
V (J), d i :C

i
(L)→C

i+1
(L), x 7→ d i (x)= ∑

|J |=i
(−1)

∑
i<j

ξi
dξ(x)

où j est le nombre de 1 avant l’?.
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Le complexe de Khovanov d’un entrelacs

Ï Exemple : Pour le nœud de trèfle droit, le cube

A{−1}
−∆ //

−∆ %%

A⊗A{−2}

∆

''
A⊗A

m //

m

::

m

$$

A{−1}

∆

99

−∆ %%

A⊗A{−2} −∆
// A⊗A⊗A{−3}

A{−1}
∆

//

∆

99

A⊗A{−2}

∆

77

donne le complexe

0−→C
0
(L)

d0−→C
1
(L)

d1−→C
2
(L)

d2−→C
3
(L)−→ 0

C
0
(L)=A⊗A, C

1
(L)=A{−1}⊕A{−1}⊕A{−1},

C
2
(L)=A⊗A{−2}⊕A⊗A{−2}⊕A⊗A{−2}, C

3
(L)=A⊗A⊗A{−3}

Ï Le complexe de Khovanov de L est alors défini par le complexe

C (L) :=C (L)[x(L)]{2x(L)−y(L)}

Ï Théorème principal : Pour tout i ∈Z, la classe d’isomorphisme des R-modules gradués H i (L)

est un invariant de L.

Ï Preuve : Il faut prouver que si deux diagrammes d’entrelacs L et L′ sont reliés par des
mouvements de Reidemeister, les complexes C (L) et C (L′) ont la même homologie.
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Lien avec le polynôme de Jones

Ï Proposition : Soit L un entrelacs orienté, alors

K (L) := (q+q−1)J(L)= (−1)x(L)qy(L)−2x(L)〈L〉 = (1−q2)
∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (L))

où χ̂(H i (L)) est la car. d’Euler graduée de H i (L). χ̂(M)= qdim(M)=∑
dim(Mi ⊗ZQ)qi

Ï Esquisse de preuve :

Ï Notons que χ̂(M{n})= q−nχ̂(M) pour un R-module gradué de type fini R.

Ï Pour un complexe borné M : . . . −→M i −→M i+1 −→ . . . de R-modules gradués de type fini, on
définit

χ̂(M)= ∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (M)).

Ï Puisque χ̂(C(L))= ∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (L)), il suffit de prouver que K(L)= (1−q2)χ̂(C(D)).

Ï Pour des diagrammes D1, D2 et D3 qui diffèrent via: , le complexe

C(D1) est isomorphe au cône d’un morphisme de complexes C(D2)→C(D3){−1}. Donc

χ̂(C(D1))= χ̂(C(D2))− χ̂(C(D3){−1})= χ̂(C(D2))−qχ̂(C(D3))

Ï D’autre part, 〈D1〉 = 〈D2〉−q〈D3〉.
Ï Si D est une réunion disjointe de k cercles, alors

χ̂(C(D))= χ̂(A⊗k )= (q+q−1)k χ̂(R)= (q+q−1)k

1−q2

et 〈D〉 = (q+q−1)k .

Ï Puisque χ̂(C(D))= χ̂(D[x(D)]{2x(D)−y(D)}), χ̂(C(D))= (−1)x(D)qy(D)−2x(D)χ̂(C(D)).
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∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (L))

où χ̂(H i (L)) est la car. d’Euler graduée de H i (L). χ̂(M)= qdim(M)=∑
dim(Mi ⊗ZQ)qi

Ï Esquisse de preuve :

Ï Notons que χ̂(M{n})= q−nχ̂(M) pour un R-module gradué de type fini R.
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χ̂(C(D))= χ̂(A⊗k )= (q+q−1)k χ̂(R)= (q+q−1)k

1−q2

et 〈D〉 = (q+q−1)k .

Ï Puisque χ̂(C(D))= χ̂(D[x(D)]{2x(D)−y(D)}), χ̂(C(D))= (−1)x(D)qy(D)−2x(D)χ̂(C(D)).

8 / 24



Lien avec le polynôme de Jones

Ï Proposition : Soit L un entrelacs orienté, alors

K (L) := (q+q−1)J(L)= (−1)x(L)qy(L)−2x(L)〈L〉 = (1−q2)
∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (L))

où χ̂(H i (L)) est la car. d’Euler graduée de H i (L). χ̂(M)= qdim(M)=∑
dim(Mi ⊗ZQ)qi

Ï Esquisse de preuve :

Ï Notons que χ̂(M{n})= q−nχ̂(M) pour un R-module gradué de type fini R.

Ï Pour un complexe borné M : . . . −→M i −→M i+1 −→ . . . de R-modules gradués de type fini, on
définit

χ̂(M)= ∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (M)).

Ï Puisque χ̂(C(L))= ∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (L)), il suffit de prouver que K(L)= (1−q2)χ̂(C(D)).

Ï Pour des diagrammes D1, D2 et D3 qui diffèrent via: , le complexe

C(D1) est isomorphe au cône d’un morphisme de complexes C(D2)→C(D3){−1}. Donc

χ̂(C(D1))= χ̂(C(D2))− χ̂(C(D3){−1})= χ̂(C(D2))−qχ̂(C(D3))

Ï D’autre part, 〈D1〉 = 〈D2〉−q〈D3〉.

Ï Si D est une réunion disjointe de k cercles, alors

χ̂(C(D))= χ̂(A⊗k )= (q+q−1)k χ̂(R)= (q+q−1)k

1−q2

et 〈D〉 = (q+q−1)k .

Ï Puisque χ̂(C(D))= χ̂(D[x(D)]{2x(D)−y(D)}), χ̂(C(D))= (−1)x(D)qy(D)−2x(D)χ̂(C(D)).

8 / 24



Lien avec le polynôme de Jones

Ï Proposition : Soit L un entrelacs orienté, alors

K (L) := (q+q−1)J(L)= (−1)x(L)qy(L)−2x(L)〈L〉 = (1−q2)
∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (L))

où χ̂(H i (L)) est la car. d’Euler graduée de H i (L). χ̂(M)= qdim(M)=∑
dim(Mi ⊗ZQ)qi

Ï Esquisse de preuve :

Ï Notons que χ̂(M{n})= q−nχ̂(M) pour un R-module gradué de type fini R.

Ï Pour un complexe borné M : . . . −→M i −→M i+1 −→ . . . de R-modules gradués de type fini, on
définit

χ̂(M)= ∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (M)).

Ï Puisque χ̂(C(L))= ∑
i∈Z

(−1)i χ̂(H i (L)), il suffit de prouver que K(L)= (1−q2)χ̂(C(D)).

Ï Pour des diagrammes D1, D2 et D3 qui diffèrent via: , le complexe

C(D1) est isomorphe au cône d’un morphisme de complexes C(D2)→C(D3){−1}. Donc

χ̂(C(D1))= χ̂(C(D2))− χ̂(C(D3){−1})= χ̂(C(D2))−qχ̂(C(D3))

Ï D’autre part, 〈D1〉 = 〈D2〉−q〈D3〉.
Ï Si D est une réunion disjointe de k cercles, alors

χ̂(C(D))= χ̂(A⊗k )= (q+q−1)k χ̂(R)= (q+q−1)k

1−q2

et 〈D〉 = (q+q−1)k .

Ï Puisque χ̂(C(D))= χ̂(D[x(D)]{2x(D)−y(D)}), χ̂(C(D))= (−1)x(D)qy(D)−2x(D)χ̂(C(D)).
8 / 24



Une illustration
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Exemple : l’entrelacs de Hopf

Ï Considérons L= . On a x(L)= 2, y(L)= 0.

Ï Le cube de résolution est donné, avec le décalage de {2x(L)−y(L)}, par

A{3}
−∆
%%

A⊗A{4}

m
::

m %%

A⊗A{2}

A{3}
∆

::  0−→C−2(L)
d−2
−→C−1(L)

d−1
−→C0(L)

d0
−→ 0

Degré homologique −2 −1 0
Cycles {1⊗x −x ⊗1,x ⊗x} {(1,1),(x ,x)} {1⊗1,1⊗x ,x ⊗1,x ⊗x}

Bords {(1,1),(x ,x)} {1⊗x +x ⊗1,x ⊗x}

Homologie {1⊗x −x ⊗1,x ⊗x} {0} {1⊗1,1⊗x}

Degrés en q −4, −6 0, −2

Ï Table des H i ,j (L), avec i = degré homologique, j = graduation de H i (L):

-2 -1 0

0 Z

-1
-2 Z

-3
-4 Z

-5
-6 Z
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Un invariant plus puissant que le polynôme de Jones

L1 = L2 =

K (L1)= q−3+q−5+q−7−q−15 K (L2)= q−3+q−5+q−7−q−15

-5 -4 -3 -2 -1 0

-3 Z

-5 Z

-7 Z

-9
-11 Z Z

-13
-15 Z

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

-1 Z Z

-3 Z

-5 Z Z⊕Z
-7 Z

-9 Z Z

-11 Z Z

-13
-15 Z

Ï Voir le papier de Bar Natan pour les calculs de l’homologie de Khovanov des entrelacs à moins
de 10 croisements.
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III. Invariance par mouvements de
Reidemeister
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Digression: morphismes de complexes

Ï Soit C une catégorie, et C , C ′ deux complexes de Com(C ).

Ï C et C ′ sont isomorphes si il existe une collection d’ isomorphismes fi :Ci →C ′
i de C tels que

les carrés suivants commutent:

Ci+1

dC

��

fi+1 // C ′
i+1

dC ′
��

Ci
fi

// C ′
i

Ï C et C ′ sont quasi-isomorphes si il existe des morphismes fi :Ci →C ′
i tels que les carrés

ci-dessus commutent, induisant des isomorphismes H i (C )
f ∗i−→H i (C ′).

Ï C et C ′ sont isomorphes dans la catégorie dérivée D(C ) si il existe une suite des complexes
C1, . . . ,Ck tels que

C ←−C1 −→C2 ←− ·· · −→Ck ←−C ′

où les flèches sont des quasi-isomorphismes.

Ï C et C ′ sont équivalents à homotopie (où isomorphes dans Com(C ) si il existe des
morphismes f :C →C ′ et g :C ′ →C tels que g ◦ f ∼ idC et f ◦g ∼ idC ′ .

Ï On a les implications suivantes:

Isomorphes⇒ Iso. dans Com(C )⇒Quasi-iso⇒ Iso. dans D(C )⇒Même homologie

Ï Khovanov a montré dans son article d’origine que les H i (L) sont des invariants de nœuds en
construisant des quasi-isomorphismes entre les complexes C (D) et C (D ′), si D ≡R−move D

′.

Ï Depuis, il a été démontré qu’en fait de tels complexes D et D ′ sont même équivalents à
homotopie près, cf Bar Natan, Khovanov’s homology for tangles and cobordisms.
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Surfaces et morphismes de cubes

Ï Soit U un disque fermé dans R2, et T ′ un enchevêtrement (i.e. un plongement d’arcs et de
cercles dans R2× [0,1]) avec m points sur ∂U × [0,1], et T une projection générique de T ′ sur

R2\
◦
U.

Ï L’intersection de T avec ∂U consiste en m points, notés p1, . . . ,pm:

Ï Soient Q0 et Q1 deux systèmes de m/2 arcs dans U avec extrémités p1, . . . ,pm. Alors
P0 :=Q0∪T et P1 :=Q1∪T peuvent être considérés comme des diagrammes d’entrelacs dans
R3:

 

Ï On associe à P0 et P1 des I -cubes VP0 et VP1 . Soit S une surface compacte orientée de
U × [0,1] telle que ∂S =Q0× {0},Q1× {1}, {p1, . . . ,pm}× [0,1].

Ï À S on associe un morphisme de I -cubes ψS :VP0 →VP1 . Pour ceci, on construit pour tout
J ⊂ I un morphisme

ψS ,J :VP0(J){−|J |} →VP1(J){−|J |}
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Surfaces et morphismes de cubes

Ï Soit J ⊂ I , on associe une résolution T (J) des croisements de T . Ainsi, T (J) est une collection

de cercles et d’arcs dans R2\
◦
U avec extrémités p1, . . . ,pm. Donc

VP0(J)=F (T (J)∪Q0){−|J |}, VP1(J)=F (T (J)∪Q1){−|J |}

Ï Soit S ′ une surface de R2× [0,1] qui est

{
S dans U × [0,1]
T (J)× [0,1] en dehors de U × [0,1]

. Alors

l’application
F (S ′) : F (T (J)∪Q0)→ F (T (J)∪Q1)

est un morphisme de R-modules gradués, de degré χ(S ′)=χ(S)−m/2.

Ï Définissons ψS ,J par

ψS ,J =F (S ′){−|J |} :VP0(J){−|J |} →VP1(J){−|J[}

Ï Proposition : L’application ψS :VP0 →VP1 est un morphisme de I -cubes, de degré
χ(S)−m/2.
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

Ï Mouvement de Reidemeister 1 :

Ï Soit D un diagramme d’un entrelacs L, avec n−1 croisements, et D1 un diagramme obtenu à
partir de D en ajoutant une boucle comme ci-dessus.

Ï Soit I ′ (resp. I ) l’ensemble des croisements de D1 (resp. D), et a le croisement de la boucle de
sorte que I ′ = Ia.

Ï Résolutions du croisement a: la 0-résolution est le diagramme D2 ci-dessous, la 1-résolution est
isotope à D.

Ï Objectif : Définir un quasi-isomorphisme entre les complexes C (D) et C (D1).

Ï On va décomposer le I ′-cube VD1 comme VD1 =V ′⊕V ′′.

Ï Ceci induit une décomposition de C(D1) comme la somme directe d’un complexe acyclique et
d’un complexe isomorphe à C(D).

Ï Puisque D2 =Dt , on a VD2 =VD ⊗A, qui est le cube défini par les sommets VD(J)⊗R A et
morphismes de structure ξVD

a (J)⊗ idA.

Ï Soit U ⊂R2 un voisinage de a contenant la boucle:

et D, D1 et D2 coïncident en dehors de U.

16 / 24
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

Ï On définit des morphismes de I -cubes

ma :VD2 →VD , ∆a :VD →VD2 , ιa :V (D)→VD2

Ï Le morphisme ma est associé à la surface avec frontière U ∩D2× {0} et U ∩D× {1} caractérisée
par

Ï Le morphisme ∆a est associé à la surface avec frontière U ∩D× {0} et U ∩D2× {1} caractérisée
par

Ï Le morphisme ιa est associé à la surface avec frontière U ∩D× {0} et U ∩D2× {1} caractérisée
par

Ï Les morphismes ma,∆a, ιa ainsi construits sont gradués de degrés respectifs −1,−1,1 (ce sont
les degrés des cobordismes associés à m,∆, ι via F .) 17 / 24



Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

Ï Ainsi, les morphismes

ma :VD2 →VD {−1}, ∆a :VD →VD2 {−1}, ιa :VD →VD2 {1}

sont des morphismes dans R −mod0.

Ï Par construction, ma ◦ ιa = idVD
. Définissons ja :=∆a− ιa ◦ma ◦∆a :VD →VD2 , deg(ja)=−1.

Ï Proposition : Le I -cube VD2 se décompose comme

VD2 = ιa(VD)⊕ ja(VD).

Ï Esquisse : Si D = , VD =A, ιa(VD)= 1⊗A, ja1=X ⊗1−1⊗X , jaX =X ⊗X

Ï Puisque D1 est obtenu à partir de D, D2 en ajoutant un croisement, le I ′-cube VD1 contient
VD et VD2 comme des sous-cubes de codimension 1. Il y a des isomorphismes canoniques

VD1(?0)'VD2 , VD1(?1)'VD {−1}

(VD1(?0) est le I ′− {a} = I -cube avec VD1(?0)(J)=V (D1)(J) pour J ⊂ I .)

Ï Sous ces isomorphismes, le morphisme de structure ξ
VD1
a satisfait(

ξ
VD1
a :VD1(?0)→VD1(?1)

)
= (ma :VD2 →VD {−1}), i.e.

VD1(?0)

'
��

ξ
VD2
a // VD1(?1)

'
��

VD2 ma
// VD {−1}
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

Ï Puisque VD2 = ιa(VD)⊕ ja(VD), on peut alors décomposer VD1 via ces isomorphismes en
VD1 =V ′⊕V ′′ avec

V ′(?0)= ja(VD), V ′(?1)= 0, V ′′(?0)= ιa(VD), V ′′(?1)=VD1(?1)

Ï ja(VD) est un sous-cube de VD2 et donc ja(VD) est un sous-cube de VD1 de codimension 1.

Ï V ′(?1)(J)= 0 pour tout J ⊂ I , donc V ′(J)= ja(VD(J))⊂VD1(J) pour J ⊂ I ′ si a ∉ J, 0 si a ∈ J.

Ï On a alors VD1 ⊗EI ′ = (V ′⊗EI ′)⊕ (V ′′⊗EI ′), ce qui induit sur les complexes:

C (VD1 ⊗EI ′)=C (V ′⊗EI ′)⊕C (V ′′⊗EI ′).

Ï Proposition : Le complexe C (V ′′⊗EI ′) est acyclique.

Ï Il est isomorphe à Cone(id :C(VD ⊗EI )[−1]{−1}).

Ï Proposition : Les complexes C (V ′⊗EI ′) et C (VD ⊗EI ){1} sont isomorphes. En conséquence,
C (D1) et C (D){1} sont quasi-isomorphes.

Ï x(D1)= x(D), y(D1)= y(D)+1, et

C (D)=D[x(D)]{2x(D)−y(D)}, C (D1)=C (D1)[x(D1)]{2x(D1)−y(D1)}

=C (D1)[x(D)]{2x(D)−y(D)−1}
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 3

Ï Par un calcul direct d’homologie: on veut comparer les complexes C1 et C2 suivants

0 0OO

0

OO

d0

OO OO

0

OO

0

OO

 

0 0

A

OO

0

OO

A⊗A

m

OO

A

OO

0

OO

0

OO

avec A de rang 2 engendré par 1,X .

Ï Ker(d0)= 〈X ⊗X ,1⊗X −X ⊗1〉, Im(d0)=A, donc

H0(C1)=R〈X ⊗X ,1⊗X −X ⊗1〉, H1(C1)= 0.

Ï On a également H0(C2)=A=R〈1,X 〉, H1(C2)= 0.

Ï On a X ×X
id⊗ε7→ X , 1⊗X −X ⊗1 id⊗ε7→ 1, donc l’application id⊗ε définit bien un

quasi-isomorphisme de complexes (si on prend c = 0).
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 2

Ï Preuve de l’article de Bar Natan, manipule des complexes sur des diagrammes localement,
comparant les cubes de résolution des deux côtés du R-move.

Ï Soit D1 un diagramme de noeud contenant un croisement a, et D2, D les 0 et 1-résolutions
comme précédemment. On a

C ( )=
(
C ( )

m−→C ( ){−1}

)

Ï On définit un sous-complexe du complexe à droite par

C ′ =
(
C ( )1

m−→C ( ){−1}

)

où C ( )1 indique que pour le cercle présent dans , on ne garde que la partie de A sur
1, et on oublie la partie sur X .

Ï Puisque 1 est une unité pour 1, la différentielle de C ′ est donc l’identité et C ′ est donc
acyclique. Regardons le quotient:

C/C ′ =
(
C ( )|1=0 −→ 0

)
où l’indice | 1= 0 indique que l’on quotiente le R-module A associé au cercle par 〈1= 0〉.

Ï Mais A/〈1= 0〉 est de rang 1, engendré par X , et est donc à décalage près isomorphe à
C ( ).

Ï Ce décalage est annulé par les décalages [y(L)]{2x(L)−y(L)} qui apparaissent lorsqu’on passe
de C à C .
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Invariance par Reidemeister 2

Ï Mouvement de Reidemeister 2 :

Ï On a un carré commutatif de complexes provenant des résolutions des deux croisements de R2:

C ( ){−1}
m // C ( ){−2}

C ( )

∆

OO

// C ( ){−1}

OO

⊃

C ( )1{−1}
m // C ( ){−2}

0

OO

// 0

OO

Ï Ce complexe C ′ est acyclique, considérons le complexe quotient:

C ( )|1=0{−1} // 0

C ( )

∆

OO

// C ( ){−1}

OO

⊃

0 // 0

0

OO

// C ( ){−1}

OO

Ï Ceci donne un complexe C ′′, qui est celui associé au diagramme de droite de R2. Si on regarde
le quotient (C/C ′)/C ′′, on alors

C ( )|1=0{−1} // 0

C ( )

∆

OO

// 0

OO

qui est acyclique.

Ï Conclusion : H•(C ′′)=H•(C/C ′)=H(C ) puisque C ′ et (C/C ′)/C ′′ sont acycliques.
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