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Point de départ: Kauffman state sum formula

» Rappel: Soit g un paramétre. Le crochet de Kauffman d'un entrelacs L est défini par les

quatre axidémes suivant:

> (U)=1, » (X =(")-a0)

> (UUL) = (qg+q 1)L, » Invariance par isotopie.
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=1 . . &i=0 TN
ith-crossing

» Kauffman state-sum formula:

(L) = (-1)Flgl (g + g7 )" € Z[q,g7"]
e

ol |L¢| est le nombre de boucles disjointes qui composent le diagramme Le.

» Le polynéme de Jones est défini comme une renormalisation de ce crochet:
qr(D—2x(L)

— (—1)(D)
ap = (0T

/
> x(L) est le nombre de croisements négatifs de L, i.e. /\A

/
» y(L) est le nombre de croisements positifs de L, i.e. x
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Idée générale

» Reprenons la Kauffman state sum formula:

V(L) = Z(_l)lflqlél(q 4 gl
13
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> Le terme (—1)¢ correspond a un décalage de graduation {¢}.
> Si L¢ est une résolution de L & k-cycles, on va lui "associer' un module V(L) := A®k{—|¢|}.

» Ceci va nous donner un cube dans la catégorie R — modg des R-modules gradués, a partir du
quelle nous allons déduire un complexe, dont les groupes de cohomologie donneront un

invariant.

» Les morphismes de ces cubes vont étre définis a partir de morphismes L — L¢/, qui sont des
morphismes entre deux 1-variétés contenant des cycles, a partir de cobordismes.
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Plan de I'exposé

I. Complexes, cubes et cobordismes
Il. Homologie de Khovanov

I1l. Invariance par mouvements de Reidemeister
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|. Complexes, cubes et

cobordismes
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Notations et définitions

» Soit R = Z|c], Z-gradué par deg(1) = 0, deg(c) = 2.
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Notations et définitions

» Com(B) := catégorie des complexes d'une catégorie abélienne B:

> Objets: N € Com(B) est donné par une collection d’objects N de B, i € Z et de morphismes
d N — Nt tels que d'1d’ = 0.

» Morphismes de M vers N: collection de morphismes ' : M" — N' tels que f*1d’ = d'f" pour
tout / € Z.
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Algebre de Frobenius

» Soit A le R-module gradué libre de rang 2 engendré par 1 et X, avec
deg(1) =1, deg(X) = —1.

muni d'une structure d'algébre commutative avec unité 1 et multiplication définie par
1X = X1=X,X?=0.
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Algebre A et cobordismes

» Considérons les surfaces S}, S2, S3, SO, S2 et Si:

vl NS se 1o 2L«

» Chaque S? définit un cobordisme d'une union de a cercles vers une union de b cercles.

11/35



Algebre A et cobordismes

» Considérons les surfaces S}, S2, S3, SO, S2 et Si:

521:& Sf:v 5&:@ Sf:@ Sz St

» Chaque S? définit un cobordisme d'une union de a cercles vers une union de b cercles.

» Soit Cob la catégorie dont les objects sont des variétés fermées de dimension 1 et les
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» Morphismes n — m: surface compacte orientée dont la frontiére est est la réunion de n+ m
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» Cob est monoidale avec ® défini par 1 ® n’ = n+ n’, et le produit tensoriel de morphismes est

donné par juxtaposition horizontale des surfaces.
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» Chaque S? définit un cobordisme d'une union de a cercles vers une union de b cercles.

» Soit Cob la catégorie dont les objects sont des variétés fermées de dimension 1 et les
morhismes sont des 2-cobordismes, i.e.

» Objets = {n | n€ N},

» Morphismes n — m: surface compacte orientée dont la frontiére est est la réunion de n+ m

cercles (n dans la source, m dans le but).

» Cob est monoidale avec ® défini par 1 ® n’ = n+ n’, et le produit tensoriel de morphismes est

donné par juxtaposition horizontale des surfaces.
» On construit un foncteur monoidal F : Cob — R — modg par F(71) := A®" et

F(S3)=m, F(Sf)=4, F(S)=u F(S)=e, F(S) =0, F(S1)=id

l®el—1, 13X X,
XX—=0, X®1—X,

F CARAD A=

1= X®1+1® X,
X—=X®X,

F AL AQA =

» Remarque : F est un 2-TQFT (topological quantum field theory) associé a I'algebre de
Frobenius (Ajc—o, m, 1, A, ¢).
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Cubes

» Soit / un ensemble de cardinal |/], et r(/) :=(J,a) tels que J C [ et a ¢ J.

» Notation : {a} est noté par a, et J; U > par J1./p, e.g. Jra= J; U{a}.
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» Soit / un ensemble de cardinal |/], et r(/) :=(J,a) tels que J C [ et a ¢ J.
» Notation : {a} est noté par a, et J; U > par J1./p, e.g. Jra= J; U{a}.

» Soit C une catégorie. Un /-cube commutatif V sur C est la donnée d'une collection d’objets
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pour tout (J,a,b) telquea£ beta¢ J,b¢ J.

» Exemple :
» Si | = &, un I-cube est un objet de C.

» Si | ={a}, un I-cube est un morphisme de C.
» Si | ={a, b}, un I-cube est la donnée d'un carré commutatif

V(%) —= V(a)
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V(b) —= V(ab)
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pour tout (J,a,b) telquea£ beta¢ J,b¢ J.
» Exemple :
» Si | = &, un I-cube est un objet de C.

» Si | ={a}, un I-cube est un morphisme de C.
» Si | ={a, b}, un I-cube est la donnée d'un carré commutatif

V(%) —= V(a)

L

V(b) —= V(ab)

» Un /-cube anticommutatif V sur C est la méme donnée, mais les morphismes doivent
satisfaire

&Y (Ja) o €Y (J) + &Y (Ub) 0 €4 (J) = 0.

12/35



Cubes

» Un morphisme v : V — W entre deux /-cubes sur C est la donnée d'une collection de
morphismes (J) : V(J) — W(J) pour tout J C [ tels que

v s w

134 (J)i ifaw )

est commutatif. C'est un isomorphisme si tout ¢(J) est un isomorphisme.
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» Un cas important : Soit a€ /[, et K=1—{a}. Si V est un /-cube, on considére des K-cubes
V,(x0) et V,(x1) définis par

V,(x0)(J) = V(J), V,(*1)(J) = V(Ja) pour J C K.

> Les morphismes des cubes V(o) et V,(%1) sont déterminés par les £ de V pour b € K.

> Le morphisme £ définit une application de K-cubes V,(x0) — V,(%1).

13/35



Cubes

» Un morphisme v : V — W entre deux /-cubes sur C est la donnée d'une collection de
morphismes (J) : V(J) — W(J) pour tout J C [ tels que

v s w

& (J)i ifaw )
V(Ja) s W (Ja)

(Ja)
est commutatif. C'est un isomorphisme si tout ¢(J) est un isomorphisme.

» Un cas important : Soit a€ /[, et K=1—{a}. Si V est un /-cube, on considére des K-cubes
V,(x0) et V,(x1) définis par

V,(x0)(J) = V(J), V,(*1)(J) = V(Ja) pour J C K.

> Les morphismes des cubes V(o) et V,(%1) sont déterminés par les £ de V pour b € K.
> Le morphisme £ définit une application de K-cubes V,(x0) — V,(%1).
» SiC = R — modg, alors

> une application ¢ : V — W est de degré i si toutes les 1/(J) : V(J) = W(J) sont de degré i
pour tout J C /.

» on note V{i} le cube V avec le décalage de graduation: V{i}(J) = V(J){i} pour tout J C /,

» une application ¢ : V — W de degré i induit une application V — W{i} préservant le degré.
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> Le morphisme £ définit une application de K-cubes V,(x0) — V,(%1).
» SiC = R — modg, alors

> une application ¢ : V — W est de degré i si toutes les 1/(J) : V(J) = W(J) sont de degré i
pour tout J C /.

» on note V{i} le cube V avec le décalage de graduation: V{i}(J) = V(J){i} pour tout J C /,

> une application ¥ : V — W de degré i induit une application V — W/{i} préservant le degré.
» Produit tensoriel de cubes: si V, W sont deux /-cubes sur C, alors V ® W est défini par
(Vew)() =V erW(), &)= ) ere (), (Ja) e ).

L' (anti)-commutativité de V ® W est obtenue selon la régle des signes.
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Cubes et complexes

» Si V est un /-cube commutatif, on peut le rendre anti-commutatif en le tensorisant avec un
cube anti-commutatif 'prototypique’.
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cube anti-commutatif 'prototypique’.

» Pour J un ensemble fini muni d'un ordre total <, soit p la fonction parité, i.e. p(x,y) =0siy

s'obtient A partir de x par un nombre fini de transpositions d'éléments consécutifs pour <, et

p(x,y) =1 sinon.

> On associe un R-module gradué par E(J) = R[x | x € J]/(x = (=1)P**)y), qui est un R-module
libre gradué de rang 1.

» Pour a ¢ J, on a un isomorphisme canonique de R-modules E(J) — E(Ja) qui envoie x sur xa.

Pour a # b, le diagramme suivant anticommute:

E(J) — E(Ja)

L

E(Jb) — - E(Jab)

» Soit E; le I-cube défini par E;(L) = E(L) pour J C I et E/(J) — Ej(Ja) le morphisme décrit
ci-dessus. Alors E; est un cube anticommutatif.

» Si V est un /-cube commutatif, alors V ® E; est un [-cube anticommutatif.
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s'obtient A partir de x par un nombre fini de transpositions d'éléments consécutifs pour <, et
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> On associe un R-module gradué par E(J) = R[x | x € J]/(x = (=1)P**)y), qui est un R-module
libre gradué de rang 1.

» Pour a ¢ J, on a un isomorphisme canonique de R-modules E(J) — E(Ja) qui envoie x sur xa.

Pour a # b, le diagramme suivant anticommute:

E(J) — E(Ja)

L

E(Jb) — - E(Jab)

» Soit E; le I-cube défini par E;(L) = E(L) pour J C I et E/(J) — Ej(Ja) le morphisme décrit
ci-dessus. Alors E; est un cube anticommutatif.

» Si V est un /-cube commutatif, alors V ® E; est un [-cube anticommutatif.

> Soit V/ un /-cube anticommutatif sur C. On lui associe un complexe C(V) = (C', d')icz, défini
par
cvy= @ v, d:CTv)y-c"

Jcih|J|=i acl—J
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Cubes et complexes : exemples

, V() si i =0
» Exemple 1: Si /= {a}, alors C(V)=¢ V(a)sii=1
0 sinon.

> d°=¢Y(o)etd =0sii+#0, donc C(V) est le complexe

&(2)
e —= 00— V(@)= V() —0— ...
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Cubes et complexes : exemples

, V() si i =0
» Exemple 1: Si /= {a}, alors C(V)=¢ V(a)sii=1
0 sinon.

> d°=¢Y(o)etd =0sii+#0, donc C(V) est le complexe

&(2)
e —= 00— V(@)= V() —0— ...

V(2)sii=0
» Exemple 2 : Si | = {a, b}, alors fi(V) = ggzl)@s\/(b) 2Si =1 et les différentielles:
ii=
0 sinon.
d°: V(o) — V(a)® V(b), d': V(a)® V(b) — V(ab),
d® = &/(2) + & (2) d' = (&/(b). &/ (a)).
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Cubes et complexes : exemples

, V() si i =0
» Exemple 1: Si /= {a}, alors C(V)=¢ V(a)sii=1
0 sinon.

> d°=¢Y(o)etd =0sii+#0, donc C(V) est le complexe

&(2)
e —= 00— V(@)= V() —0— ...

V(2)sii=0
» Exemple 2 : Si | = {a, b}, alors fi(V) = tgzli\/(b) 2Si =1 et les différentielles:
ii=
0 sinon.
d°: V(o) — V(a)® V(b), d': V(a)® V(b) — V(ab),
d® = &/(2) + & (2) d' = (&/(b). &/ (a)).

» Quelques propriétés de ce complexe :

> Sipour a € [ et tout J C | — {a}, I'application &) : V(J) — V/(Ja) est un isomorphisme, alors
C(V) est acyclique.

> Si pour a € I le morphisme de structure &Y : V,(x0) — V,(x1) est un isomorphisme, alors le
complexe C(V ® Ej) est acyclique.

> Si V et W sont deux /-cubes anti-commutatifs, on a
C(Vae W)=C(V)a C(W).
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lI. Homologie de Khovanov
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Cube de résolution d’un entrelacs

» Soit L un entrelacs, et D un diagramme de L avec k croisements, dont |'ensemble est noté /.
{Résolutions L¢ de L, ¢ € {0,1}*} & { Sous-ensembles J C I}

ot a J C I, on associe la résolution donné par £, = 1 si k € J, 0 sinon.
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ot a J C I, on associe la résolution donné par £, = 1 si k € J, 0 sinon.
» Au cube des résolutions de L, on va associer un /-cube commutatif V, sur R — modg:

> Vi(J) = F(Le){—|J|} = A®*{—|J|} ou L¢ est le diagramme de la résolution associée a J, qui est
un objet de Cob, et F est le foncteur F : Cob — R — modp.

» Rappelons que F associe a une union de k cercles disjoints le R-module A®X.
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» Soit L un entrelacs, et D un diagramme de L avec k croisements, dont |'ensemble est noté /.
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> Vi(J) = F(Le){—|J|} = A®*{—|J|} ou L¢ est le diagramme de la résolution associée a J, qui est
un objet de Cob, et F est le foncteur F : Cob — R — modp.

» Rappelons que F associe a une union de k cercles disjoints le R-module A®¥.
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Cube de résolution d’'un entrelacs

» Reste & définir les applications de structure du cube: pour (J, a) € r(/), on veut une
application £Y(J) : V(J) — V(Ja).
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application £Y(J) : V(J) — V(Ja).
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Cube de résolution d’'un entrelacs

» Reste & définir les applications de structure du cube: pour (J, a) € r(/), on veut une
application £Y(J) : V(J) — V(Ja).
croisement a, e.g.

» Les résolutions L(J) et L(Ja) associées a J et Ja différent seulement en un voisinage U du
!
!

( <
L L(J) L(Ja)
» L(J) (resp. L(J,)) sont identifiés & des 1-sous-variétés de R? x {0} (resp. R? x {1}).

» Soit S une surface plongée dans R? x [0, 1] telle que
> 05 = (L(J), L(Ja)),
> En dehors de U x [0,1], S est le produit direct de J(L) N (R?\U) et I'intervalle [0, 1].

> La composante connexe de S qui a intersection non vide avec U x [0, 1] est homéomorphe a la

2-sphére avec trois trous.

» Le projection S C R? x [0,1] — [0, 1], appelée hauteur, a un unique point critique qui est le point
selle dans U x [0, 1].

a b

» Exemple : | ={a, b}, J={a}, L — N

i OCED 1, OTO
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Cube de résolution d’un entrelacs

» On définit alors I'application ¢Y(J) : V(J) — V/(Ja) par

F(S): F(L(J)) — F(L(Ja))
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Cube de résolution d’un entrelacs

» On définit alors I'application ¢Y(J) : V(J) — V/(Ja) par

F(S): F(L(J)) — F(L(Ja))

» Proposition : Le degré de F(S) est égal a la caractéristique d'Euler de S, qui est —1. Mais
V(J) = F(LIL=1 V(Ja) = F(L(Ja)){—|J| — 1}

donc ¢ est bien une application entre R-modules qui préserve le degré.
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Cube de résolution d’un entrelacs

» On définit alors I'application ¢Y(J) : V(J) — V/(Ja) par

F(S): F(L(J)) — F(L(Ja))

» Proposition : Le degré de F(S) est égal a la caractéristique d'Euler de S, qui est —1. Mais
V(J) = F(LIL=1 V(Ja) = F(L(Ja)){—|J| — 1}

donc ¢ est bien une application entre R-modules qui préserve le degré.
» Conclusion : Le cube V est un /-cube commutatif sur R — mody.

» Exemple : Si D = ,alors
b

» Le cube V a donc la forme
A®2 T o AL 1}

ml Js

A{~1} — = A®{-2}
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Complexe de Khovanov d’'un entrelacs

» Soit L un entrelacs, on vient de construire un /-cube commutatif V; associé a L, ou / est

|'ensemble des croisements de L:

V| ® E; est un [-cube anti-commutatif associé a L
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Complexe de Khovanov d’'un entrelacs

» Soit L un entrelacs, on vient de construire un /-cube commutatif V; associé a L, ou / est

|'ensemble des croisements de L:

Vi ® E; est un [-cube anti-commutatif associé a L

» C(L):= C(V. ® E|) est un complexe de R-modules gradués et de morphismes préservant le
degré. Il ne dépend pas de I'orientation de L.
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Complexe de Khovanov d’'un entrelacs

» Soit L un entrelacs, on vient de construire un /-cube commutatif V; associé a L, ou / est

|'ensemble des croisements de L:

Vi ® E; est un [-cube anti-commutatif associé a L

» C(L):= C(V. ® E|) est un complexe de R-modules gradués et de morphismes préservant le

degré. Il ne dépend pas de I'orientation de L.
» On va ensuite définir un autre complexe, décalé, par
C(L) = C(L)Ix(L){2x(L) — y(L)}
P Ceci est a mettre en perspective avec le terme (fl)x(") g2 qui renormalise le crochet de
Kauffman pour obtenir le polynéme de Jones.

> Soit H'(L) le i-éme groupe de cohomologie du complexe C(L), qui est un R-module gradué de

type fini.
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» C(L):= C(V. ® E|) est un complexe de R-modules gradués et de morphismes préservant le

degré. Il ne dépend pas de I'orientation de L.

» On va ensuite définir un autre complexe, décalé, par

C(L) = C(O)x(L){2x(L) = y(L)}

P Ceci est a mettre en perspective avec le terme (fl)x(") g2 qui renormalise le crochet de

Kauffman pour obtenir le polynéme de Jones.

> Soit H'(L) le i-éme groupe de cohomologie du complexe C(L), qui est un R-module gradué de

type fini.

» Théoréme principal : Pour tout i € Z, la classe d'isomorphisme des R-modules gradués H'(L)
est un invariant de L.

Si H'(D) = @ H™J(D), alors pour tout i, € Z, la classe d'isomorphisme du groupe abélien
jez
H™J(D) est un invariant de L.
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Complexe de Khovanov d’'un entrelacs

» Soit L un entrelacs, on vient de construire un /-cube commutatif V; associé a L, ou / est

|'ensemble des croisements de L:

Vi ® E; est un [-cube anti-commutatif associé a L

» C(L):= C(V. ® E|) est un complexe de R-modules gradués et de morphismes préservant le
degré. Il ne dépend pas de I'orientation de L.

» On va ensuite définir un autre complexe, décalé, par

C(L) = C(O)x(L){2x(L) = y(L)}

P Ceci est a mettre en perspective avec le terme (fl)x(") g2 qui renormalise le crochet de

Kauffman pour obtenir le polynéme de Jones.

> Soit H'(L) le i-éme groupe de cohomologie du complexe C(L), qui est un R-module gradué de
type fini.

» Théoréme principal : Pour tout i € Z, la classe d'isomorphisme des R-modules gradués H'(L)
est un invariant de L.

Si H'(D) = @ H™J(D), alors pour tout i, € Z, la classe d'isomorphisme du groupe abélien
jez
H™J(D) est un invariant de L.

» Preuve : |l faut prouver que si deux diagrammes d'entrelacs L et L’ sont reliés par des
mouvements de Reidemeister, les complexes C(L) et C(L’) ont la méme homologie.
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Lien avec le polynéome de Jones

» Proposition : Soit L un entrelacs orienté, alors

K(L) = (q+q 1)J(L) = (-1 B O=20(1) = (1~ ¢%) Z(—l)'Q(H"(L))

ott Y(H(L)) est la caractéristique d'Euler graduée de H'(L).
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> Puisque Y(C(L)) = 3 car(—1)'x(H'(L)), il suffit de prouver que K(L) = (1 — q*)x(C(D)).

i€Z

/ S
» Pour des diagrammes D1, D, et D5 qui différent via: /\ — ) ( , le complexe

n n n

'C(D1)[1] est isomorphe au céne d'un morphisme de complexes C(D») — C(D3){—1}. Donc

X(C(D1)) = X(C(D2)) — X(C(Ds){~1}) = X(C(D2)) — qx(C(Ds))
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» Pour des diagrammes D1, D, et D5 qui différent via: /\ — ) ( , le complexe

n n n

'C(D1)[1] est isomorphe au céne d'un morphisme de complexes C(D») — C(D3){—1}. Donc

X(C(D1)) = X(C(D2)) — X(C(Ds){~1}) = X(C(D2)) — qx(C(Ds))

> D'autre part, (D1) = (D2) — q(Ds).
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Lien avec le polynéome de Jones

» Proposition : Soit L un entrelacs orienté, alors

K(L) = (q+q 1)J(L) = (-1 B O=20(1) = (1~ ¢%) Z(—l)'Q(H"(L))

ott Y(H(L)) est la caractéristique d'Euler graduée de H'(L).

» Esquisse de preuve :

>

>

Notons que X(M{n}) = ¢~ "X(M) pour un R-module gradué de type fini R.
Pour un complexe borne M: ... — M’ — M*! — .. de R-modules gradués de type fini,
on définit
icz
Puisque X(C(L)) = = car(—1)'X(H'(L)), il suffit de prouver que K(L) = (1 — q*)x(C(D)).

i€Z

/ S
Pour des diagrammes D1, D, et D5 qui différent via: /\ — ) ( , le complexe

n n n

'C(D1)[1] est isomorphe au céne d'un morphisme de complexes C(D») — C(D3){—1}. Donc

X(C(D1)) = X(C(D2)) — X(C(Ds){~1}) = X(C(D2)) — qx(C(Ds))

D'autre part, (D:1) = (D2) — q(Ds).
Si D est une réunion disjointe de k cercles, alors

X(C(D)) = R(A™) = (¢ + g ")*X(R) =
et (D) = (q+q )

Puisque X(C(D)) = X(D[x(D)[{2x(D) — y(D)}), X(C(D)) = (~1) P ¢ P =>O3(C(D)).
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Une illustration

= ? 2 T Dl = O 'D3 = p
Résdlu tion )

p de 2 ( /

@,
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lIl. Invariance par mouvements de

Reidemeister
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Digression: morphismes de complexes

» Soit C une catégorie, et C, C' deux complexes de Com(C).

» C et C’' sont isomorphes si il existe une collection d’ isomorphismes f; : C; — C/ de C tels que
les carrés suivants commutent:

fix .,
Cpp— (4

dci o
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les carrés suivants commutent:

fix .,
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dci o
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» C et C’ sont quasi-isomorphes si il existe des morphismes f; : C; — C! tels que les carrés

ci-dessus commutent, induisant des isomorphismes H'(C) — H'(C’).
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Digression: morphismes de complexes

» Soit C une catégorie, et C, C' deux complexes de Com(C).

» C et C’' sont isomorphes si il existe une collection d’ isomorphismes f; : C; — C/ de C tels que
les carrés suivants commutent:

fix .,

G —=C

dcl \de/
G — (o4

i

» C et C’ sont quasi-isomorphes si il existe des morphismes f; : C; — C! tels que les carrés
ci-dessus commutent, induisant des isomorphismes H'(C) — H'(C’).
» C et C’' sont isomorphes dans la catégorie dérivée D(C) si il existe une suite des complexes
Ci,. .., Cy tels que
C+— G — G+ — G+ C

ol les fléches sont des quasi-isomorphismes.
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» Khovanov a montré dans son article d’origine que les H'(L) sont des invariants de nceuds en

construisant des quasi-isomorphismes entre les complexes C(D) et C(D'), si D =r_move D'.

» Depuis, il a é&té démontré qu'en fait de tels complexes D et D’ sont méme équivalents a
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Surfaces et morphismes de cubes

» Soit U un disque fermé dans R?, et T’ un enchevétrement (i.e. un plongement d’arcs et de
cercles dans R? x [0, 1]) avec m points sur QU x [0, 1], et T une projection générique de T sur

R2\U.

» L'intersection de T avec QU consiste en m points, notés ps,..., pm:
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» L'intersection de T avec QU consiste en m points, notés ps,..., pm:

» Soient Qp et @ deux systémes de m/2 arcs dans U avec extrémités py, ..., ppy. Alors
Po:= QUT et Py := Q1 UT peuvent étre considérés comme des diagrammes d’entrelacs
dans R3:

P "pt‘ P f'pl"\P 0 A //a

» On associe a Py et Py des [-cubes Vp, et Vp,. Soit S une surface compacte orientée de
U x [0,1] telle que S = Qo x {0}, Q1 x {1}, {p1,...,pm} x [0, 1].

» A S on associe un morphisme de /-cubes s : Vi, — Vp,. Pour ceci, on construit pour tout

J C | un morphisme
Us.g Voo (I{=JI} = Ve, (=11} 25/35



Surfaces et morphismes de cubes

» Soit J C /, on associe une résolution T(J) des croisements de T. Ainsi, T(J) est une

[e]
collection de cercles et d'arcs dans R?\ U avec extrémités py, ..., p,. Donc

Ve (J) = F(T(J) U Qo){—JI}, Ve, (J) = F(T()) U Qu{-J[}
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T(J) x [0,1] en dehors de U x [0, 1] or

> Soit S’ une surface de R? x [0, 1] qui est {

I"application
F(S"): F(T(J))U Q) — F(T(J)U @)

est un morphisme de R-modules gradués, de degré x(S’) = x(S) — m/2.

» Définissons s ; par

s,y = F(S)Y{=II}: Ve (D=1} = Ve (=11}

» Proposition : L'application ¢s : Vp, — Vp, est un morphisme de /-cubes, de degré
x(8) —m/2.
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

» Mouvement de Reidemeister 1 : ..-JQ o~~~
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» Soit D un diagramme d'un entrelacs L, avec n — 1 croisements, et D; un diagramme obtenu a

partir de D en ajoutant une boucle comme ci-dessus.

» Soit I’ (resp. ) I'ensemble des croisements de D; (resp. D), et a le croisement de la boucle de

sorte que I’ = la.

27/35



Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

» Mouvement de Reidemeister 1 : ..-JQ o~~~

» Soit D un diagramme d'un entrelacs L, avec n — 1 croisements, et D; un diagramme obtenu a

partir de D en ajoutant une boucle comme ci-dessus.

» Soit I’ (resp. ) I'ensemble des croisements de D; (resp. D), et a le croisement de la boucle de
sorte que I’ = la.

» Résolutions du croisement a: la 0-résolution est le diagramme D, ci-dessous, la 1-résolution est

Dﬂ D'Qn D,/Q

isotope a D.

27/35



Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

» Mouvement de Reidemeister 1 : ..-JQ o~~~

» Soit D un diagramme d'un entrelacs L, avec n — 1 croisements, et D; un diagramme obtenu a

partir de D en ajoutant une boucle comme ci-dessus.

» Soit I’ (resp. ) I'ensemble des croisements de D; (resp. D), et a le croisement de la boucle de
sorte que I’ = la.
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» Objectif : Définir un quasi-isomorphisme entre les complexes C(D) et C(Dy).

isotope a D.

» On va décomposer le I’-cube Vp, comme Vp, = V' @ V",

» Ceci induit une décomposition de C(D;) comme la somme directe d'un complexe acyclique et
d'un complexe isomorphe a C(D).
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» Résolutions du croisement a: la 0-résolution est le diagramme D, ci-dessous, la 1-résolution est

Dﬂ D'Qn D,/Q

» Objectif : Définir un quasi-isomorphisme entre les complexes C(D) et C(Dy).

isotope a D.

» On va décomposer le I’-cube Vp, comme Vp, = V' @ V",
» Ceci induit une décomposition de C(D;) comme la somme directe d'un complexe acyclique et

d'un complexe isomorphe a C(D).

» Puisque D, = D LI O ona Vp, = Vp®A, qui est le cube défini par les sommets Vp(J) ®g A
et morphismes de structure £Y2(J) ® ida.

» Soit U C R? un voisinage de a contenant la boucle:

-7 T~ -7 .
. ™ - \

N » go)
unp, Q ' unp ﬂ ‘| unp, | |
A (L \ ’ \\ !

et D, D; et D, coincident en dehors de U.
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

» On définit des morphismes de /-cubes

mj . VD2 — VD7 A,: Vp — VD27 la - V(D) — VD2

» Le morphisme m, est associé a la surface avec frontiére UN D, x {0} et UN D x {1}
caractérisée par

- -~

] [ ] ] | i
U X {0} U X {0.5) UX {1}

» Le morphisme A, est associé a la surface avec frontiere U N D x {0} et UN Dy x {1}
caractérisée par

If’ \\ If’ \\ If’ \
" \l " \l " Q \l
1 ! 1 ! 1 !
\\ ’J \\ ’J \\ m ’J
N P N P S P
» Le morphisme ¢, est associé a la surface avec frontiere UN D x {0} et UN D, x {1}
caractérisée par

» Les morphismes m,, A,, ¢, ainsi construits sont gradués de degrés respectifs —1, —1,1 (ce sont
les degrés des cobordismes associés a m, A, ¢ via F.) 28/35



Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

» Ainsi, les morphismes
my VD2 — \/D{—l}7 Aa : VD — VDz{_1}7 Ly VD — VDz{l}

sont des morphismes dans R — modp.
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my VD2 — \/D{—l}7 Aa : VD — VDz{_1}7 Ly VD — VDz{l}

sont des morphismes dans R — modp.

» Par construction, m, o1, = idy,. Définissons j, := A, —t,0myo0A,: Vp — Vp,. Clest une

application graduée de degré —1.

» Proposition : Le /-cube Vp, se décompose comme

Vi, = ta(Vb) @ ja( VD).
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» Puisque D; est obtenu & partir de D, D, en ajoutant un croisement, le /’-cube Vp, contient

Vp et Vp, comme des sous-cubes de codimension 1. Il y a des isomorphismes canoniques
VD1 (*0) ~ VDz, VDl(*l) ~ VD{—l}
(Vp,(x0) est le I — {a} = I-cube avec Vp, (x0)(J) = V(D1)(J) pour J C I.)

» Sous ces isomorphismes, le morphisme de structure 5;/D1 satisfait
Y .
( VoV, (%0) — le(*1)) —(my: Vp, = Vpl{—11), e

VD2

Vi, (x0) —2—= Vp, (x1)

Ni lN

Vo, ——> Vo{-1}

2
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 1

» Puisque Vp, = t2(Vp) @ ja(Vp), on peut alors décomposer Vp, via ces isomorphismes en
Vp, = V' & V" avec

V/(x0) = jo(Vp), V'(*1)=0, V"(x0)=1,(Vp), V"(x1)= Vp,(x1)

» j.(Vp) est un sous-cube de Vp, et donc j,(Vp) est un sous-cube de Vp, de codimension 1.

» V/(x1)(J) = 0 pour tout J C /I, donc V'(J) = j(Vb(J)) C Vp,(J) pour JC I"sia¢ J, Osi
acJ.
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» Puisque Vp, = t2(Vp) @ ja(Vp), on peut alors décomposer Vp, via ces isomorphismes en

Vp, = V' & V" avec

V/(*O) - ja( VD)7

V'(x1) =0,

V'(x0) = 12(Vp), V"(x1)= Vp,(*1)

» j.(Vp) est un sous-cube de Vp, et donc j,(Vp) est un sous-cube de Vp, de codimension 1.

» V/(x1)(J) = 0 pour tout J C /I, donc V'(J) = j(Vb(J)) C Vp,(J) pour JC I"sia¢ J, Osi

aeJ.

» On aalors Vp, ® E; = (V' @ Ep) @ (V" ® Ejr), ce qui induit sur les complexes:

?(VD1 ® E//) = ?(V’ X E//) @E(V” ® E//).

» Proposition : Le complexe C(V” ® E;) est acyclique.

» |l est isomorphe a Cone(id : C(Vp ® E/)[-1]{—1}).

> Proposition : Les complexes C(V' @ E;/) et C(Vp @ E;){1} sont isomorphes. En
conséquence, C(D;) et C(D){1} sont quasi-isomorphes.

C(V'® Eq)

C(V'(x0) @ Er)
C(Vp{l} @ Ex)
C(Vp @ Er){1}

(D)

C(Vp, @ E11)

C(V' @ Er) e C(V” @ Ex)
C(Vp @ Er){l}& C(V" @ Er)
C(D){1} & (Acyelic complex)
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» Puisque Vp, = t2(Vp) @ ja(Vp), on peut alors décomposer Vp, via ces isomorphismes en
Vp, = V' & V" avec

V/(x0) = jo(Vp), V'(*1)=0, V"(x0)=1,(Vp), V"(x1)= Vp,(x1)

» j.(Vp) est un sous-cube de Vp, et donc j,(Vp) est un sous-cube de Vp, de codimension 1.

» V/(x1)(J) = 0 pour tout J C /I, donc V'(J) = j(Vb(J)) C Vp,(J) pour JC I"sia¢ J, Osi
acJ.

» On aalors Vp, ® E; = (V' @ Ep) @ (V" ® Ejr), ce qui induit sur les complexes:

?(VD1 ® E//) = ?(V’ X E//) @E(V” ® E//).

» Proposition : Le complexe C(V” ® E;) est acyclique.
» |l est isomorphe a Cone(id : C(Vp ® E/)[-1]{—1}).

> Proposition : Les complexes C(V' @ E;/) et C(Vp @ E;){1} sont isomorphes. En
conséquence, C(D;) et C(D){1} sont quasi-isomorphes.

C(V'@ Ep) = CT(V'(+0) @ Fr) C(D) = C(Vp, @ Ex)
= C(Vp{l} @ Ex) = O(V'® Ep)®C(V" @ Eq)
= T(Vp @ Er{l) = C(Vb& En{1}&C(V" ® Er)

C(D){1} & (Acyclic complex)
> x(D1) =x(D), y(D1) = y(D) + 1, et

C(D) = DIx(D){2x(D) — y(D)},  C(D1) = C(D1)[x(D1)1{2x(D1) — y(D1)}
C(Dy)[x(D){2x(D) — y(D) — 1}
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 3

» Par un calcul direct d'homologie: on veut comparer les complexes C; et G, suivants

0 0
A
0 0
0
] A 0

Q AR A A

0 0
avec A de rang 2 engendré par 1, X.
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» Par un calcul direct d'homologie: on veut comparer les complexes C; et G, suivants

0 0
A

do)| A

O AR A

0 0
avec A de rang 2 engendré par 1, X.
> Ker(do) = (X ® X,1® X — X ® 1), Im(dp) = A, donc
H(G)=RX@X,1 X - X®1),

HY(CG) =o.
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» Par un calcul direct d'homologie: on veut comparer les complexes C; et G, suivants

0 0
A
0 0
0
] A 0

Q AR A A

0 0
avec A de rang 2 engendré par 1, X.

> Ker(dg) = (X®X,1®X — X ®1), Im(dy) = A, donc
H(G)=RX®X,1 X -X®1), HYC)=0.

» On a également H°(G) = A= R(1,X), HY(G) = 0.
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» Par un calcul direct d'homologie: on veut comparer les complexes C; et G, suivants

0 0
A
0 0
0
] A 0
o Qe poA
—_—
0 0
0 0

avec A de rang 2 engendré par 1, X.
> Ker(do) = (X ® X,1® X — X ® 1), Im(dp) = A, donc
H(G)=RX®X,1 X -X®1), HYC)=0.
» On a également H°(G) = A= R(1,X), HY(G) = 0.

> Ona X x X T°X, 10X —X®1 "1, donc I'application id ¢ définit bien un
quasi-isomorphisme de complexes (si on prend ¢ = 0).
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 2

» Preuve de I'article de Bar Natan, manipule des complexes sur des diagrammes localement,
comparant les cubes de résolution des deux cotés du R-move.
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comparant les cubes de résolution des deux cotés du R-move.

» Soit Dy un diagramme de noeud contenant un croisement a, et D,, D les 0 et 1-résolutions

comme précédemment. On a

o) = (e &) e Sy
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» Soit Dy un diagramme de noeud contenant un croisement a, et D,, D les 0 et 1-résolutions

comme précédemment. On a

o) = (e &) e Sy

» On définit un sous-complexe du complexe a droite par

c'= (C( Ry m e S ){-1})

ot C( 2 )1 indique que pour le cercle présent dans ./Q_ on ne garde que la partie de A sur
1, et on oublie la partie sur X.
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comme précédemment. On a

o) = (e &) e Sy

» On définit un sous-complexe du complexe a droite par

c'= (C( Ry m e S ){-1})

ot C( 2 )1 indique que pour le cercle présent dans ./Q_ on ne garde que la partie de A sur
1, et on oublie la partie sur X.

» Puisque 1 est une unité pour 1, la différentielle de C’ est donc I'identité et C’ est donc
acyclique. Regardons le quotient:

c/C = (C( = T o)

ot I'indice | 1 = 0 indique que I'on quotiente le R-module A associé au cercle par (1 = 0).
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Invariance par Reidemeister 1 - Preuve 2

» Preuve de I'article de Bar Natan, manipule des complexes sur des diagrammes localement,
comparant les cubes de résolution des deux cotés du R-move.

» Soit Dy un diagramme de noeud contenant un croisement a, et D,, D les 0 et 1-résolutions

comme précédemment. On a

o) = (e &) e Sy

» On définit un sous-complexe du complexe a droite par

' = (C( 2y e S ){-1})

ot C( 2 )1 indique que pour le cercle présent dans ./Q_ on ne garde que la partie de A sur
1, et on oublie la partie sur X.

» Puisque 1 est une unité pour 1, la différentielle de C’ est donc I'identité et C’ est donc
acyclique. Regardons le quotient:

c/C = (C( = T o)

ot I'indice | 1 = 0 indique que I'on quotiente le R-module A associé au cercle par (1 = 0).

» Mais A/(1 = 0) est de rang 1, engendré par X, et est donc & décalage prés isomorphe a

» Ce décalage est annulé par les décalages [y(L)]{2x(L) — y(L)} qui apparaissent lorsqu’'on passe
de CacC. 32/35



Invariance par Reidemeister 2

» Mouvement de Reidemeister 2 : O e T—
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Invariance par Reidemeister 2

» Mouvement de Reidemeister 2 : O e T—

» On a un carré commutatif de complexes provenant des résolutions des deux croisements de R2:

C(20C){—1} 7= C(>0C {2}

f |

Cloc)— A XX){-1}
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» Mouvement de Reidemeister 2 : O e T—

» On a un carré commutatif de complexes provenant des résolutions des deux croisements de R2:
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» Ce complexe C’ est acyclique, considérons le complexe quotient:

€(20C )1 of~1} ———=0

| .

Coc)—(=X){-1}
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» Ceci donne un complexe C”, qui est celui associé au diagramme de droite de R2. Si on regarde
le quotient (C/C")/C”, on alors

C(DOC )yof{-1} —=0

qui est acyclique.
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Invariance par Reidemeister 2

» Mouvement de Reidemeister 2 : O e T—

» On a un carré commutatif de complexes provenant des résolutions des deux croisements de R2:

C(D0C)H) {1} "= C(>OC ){-2} C(20C {1} —=C(>0C){-2}

| ] |

C(>es ) —— C(>T<){-1) 0 0

» Ce complexe C’ est acyclique, considérons le complexe quotient:

€(20C )1 of~1} ———=0

| .

Coc)—(=X){-1}

o

— T ){-1)

O ——0O

» Ceci donne un complexe C”, qui est celui associé au diagramme de droite de R2. Si on regarde
le quotient (C/C")/C”, on alors

C(DOC )yof{-1} —=0

qui est acyclique.

» Conclusion : H*(C") = H*(C/C") = H(C) puisque C' et (C/C’)/C" sont acycliques.  33/3
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A Quick Reference Guide to Khovanov's Categorification of the Jones Polynomial
Dror Bar-Natan, 9 May 2002

The Kauffman Bracket: () =1:  (OL) = (

a+q ') (L)

09 ={

pr—"

The Jones Polynomial: J(L) = (—1)"¢"+~2"~ (L), where (n,n_) count
Khovanov's construction: [L] — a chain complex of graded Z-modules;

MPr=0-

V = span(u,, v_);

height 0

H(L) = H(C(L) = [L][-n

deguy = £1;

O{l}m

L =0 [OLl=V @ [L]; [X] = Flatten (u —

)—al

hing 1 smosth

(4,5 crossings.

—paf} ﬁu):

height 0 helght |

e 22y

gdimV =g+¢ ! with gdim® := Z " dim O,

(QORCD)—wevay)
(COWOO)—w2

Example:

(q+q

go up for Kauffman/Jones

3q(e+q7")
A

&

vaev)

P+l

Omot so qdimO{l} = ¢ gdim©;  -[s]:

vy

m

height shift by s;

—e v @uy ey
—u v @ —0

A [rrrn e ru e,
Nl v mu
PR (—r—gns RN ]
- +at+q —q.
T (With (fs,n_) = (3,0)) ER

3¢%(q+q1)?
A

- Pla+aty
A

% tF o
o 2

&

&Hq")’ (%1(-##"7
—_— v{1}
000 oo o1

O vez()
101

(%1(-;“;"7 L\,OO ek (q+q”)2
V{1} [p———— va2{3}
100 Ao CO 110 that's a
«cobordism!
~
o]
N AN
. diny
Plarg ') ooo (@ L.

GO ”’fii

“ b o
& \ to [e76]
5 + @ + =
g oo & e [
g S
H qla+q™") &5 la+g™)
L e
£ 001 - o011
H
= 1), e 1)éd,
\e\E:n( )ede k“,::‘( 1)%d, mEj 1)de
¥ ;, 1 ;’ v ;2 ¥
[er fal' fef? fop*
(bere (—1)f = (~D)Eiosf if € = x) = [p] —Cnlmend e

Theorem 1. The graded Euler characteristic of (L) is J(L).

Theorem 2.
any field F.

Theorem 3. H(C(L)

Conjecture 1.

even s = s(L) and non-negative-coefficients laurent polynomial KA’

The homology H(L) is a link invariant and thus so is Khe(L)

(with (rs.n_)=(3.0))

= ¥, 7 qdim HE(C(L)) over

)) is strictly monger than .i(L) H(EC(51)) # H(C(10132)) wherm J(51) = J(10432).

Khg(L) = ¢*~" (1 + ¢* + (1 + tg*)KI') and Khg,(L) = ¢*~(1 + ¢*) (1 + (1 + tg*) K) for

KI'(L).
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